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INTRODUCTION 


Un article paru dans Dialectica, numéro 35/36 («Oui, non — 
peut-être»), a exposé les grandes lignes d’une Logique de la Compo- 
sition qui est la logique de la pensée en action. Admettant, outre 
les deux valeurs habituelles A (accepté) et R (rejeté), une valeur T 
(réservé), elle permet de définir et de suivre pas à pas les « instants 
logiques » d’une théorie, qui font passer de la réserve à l’acceptation 
ou au rejet. 

On a montré en même temps que toute Logique se constitue en 
impliquant au moins les éléments d’une théorie des ensembles, et 
qu’elle détermine par contrecoup l’extension maxima qui pourra 
être donnée à la notion d'ensemble. Admettant des propositions 
réservées à tout instant de la théorie, la Logique de la Composition 
ne se laisse pas arrêter par les antinomies classiques ; elle permet 
de s’affranchir ici de toute restriction, et d’édifier une théorie qui 
a été dite la théorie des espèces, le nom d'ensemble étant réservé 
aux espèces dont tous les éléments sont définis à un instant de la 
théorie (et les autres espèces étant dites irréductibles). Aussitôt 
est apparu entre la Logique de la Composition et la Théorie des 
Espèces un lien si simple et si étroit qu’en fait ces deux théories 
n’en font qu’une. 

Enfin, dans l’univers concret, la Logique bivalente régit des 
langages qui ne se prêtent qu’à la description des phénomènes 
soumis au déterminisme — parce qu’elle est la Logique des résultats 
acquis, et que le passé ne peut avoir été que ce qu'il a été. Un 
langage régi par la Logique de la Composition se prête au contraire 
à la description de phénomènes qui échappent au déterminisme 
(le futur pourrait être autre qu'il ne sera), soit qu'ils restent livrés 
au hasard, ou qu’une volonté libre les dirige. 


* 
* * 


On s’attendrait alors à voir les antinomies classiques porter sur 
les espèces irréductibles, et sur elles seules. Or, on en rencontre 
déjà en étudiant des ensembles, et même des ensembles finis 
(paradoxes de Richard, de Berry), et il semble bien que certaines 
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espèces irréductibles doivent leur échapper (espèce des nombres 
transfinis, par exemple). Il est donc nécessaire d’étudier ces anti- 
nomies de plus près, et d’en chercher la racine que l’on pressent 
commune. 

Comme il arrive souvent, cette recherche, qui porte sur un 
point très particulier, nous ouvrira de larges horizons. Nous verrons 
la Logique classique tracer elle-même ses propres limites, et définir 
ipso facto une Logique plus vaste; ce qui nous fera faire une 
rencontre inattendue et nous demandera un nouvel effort de 
synthèse. 

Fixant enfin notre attention, non plus sur chacune des notions 
ainsi dégagées, mais sur le cheminement qui nous aura conduits 
de notion en notion, nous y verrons un exemple topique de con- 
ceptions familières aux lecteurs de M. Gonseth. 


I. LA LOGIQUE CLASSIQUE ET LES ANTINOMIES 


1. Qu'est-ce qu’une proposition ? 


Une Logique a beau être formalisée autant qu’il est possible, 
elle ne comporte pas uniquement des symboles et des expressions : 
on y trouve nécessairement aussi un discours sur ces symboles. 
La formation des expressions symboliques est soumise à certaines 
règles, que le discours énonce ; bien entendu, l’enchaînement des 
phrases dans le discours est également soumis à des règles, et l’on 
peut dire d’une Logique qu’elle est une théorie où les parties du 
discours obéissent aux mêmes règles que les objets du discours. 

Une « proposition » doit donc pouvoir se présenter, soit comme 
une partie du discours, soit comme un objet du discours. Sous son 
premier aspect, elle fait appel à l'intuition, et provoque un mou- 
vement de la pensée, qui l’acceptera ou la rejettera !; nous dirons 
qu’elle est intelligible. Sous son deuxième aspect, elle se prête aux 
combinaisons formelles de la théorie logique — pourvu toutefois 
qu’elle satisfasse à une condition préalable : pas plus qu'aucun objet 


1 À moins qu’elle la réserve ; mais nous restons pour le moment dans le 
cadre de la Logique bivalente classique. 
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de quelque discours que ce soit, on ne peut lui supposer par hypo- 
thèse, ou lui accorder par définition des caractères incompatibles ; 
c’est la condition de l'existence abstraite. Nous dirons d’une 
phrase qui satisfait à cette condition qu’elle est concevable 1. 

Une phrase grammaticalement correcte n'appartient donc au 
domaine qu’étudie la Logique — elle n’est une proposition — que 
si elle est intelligible et concevable. De même qu'il ne suffit pas 
de donner un nom à un objet abstrait pour qu’il existe, il ne suffit 
pas d’aligner des mots suivant les règles de la grammaire pour que 
la phrase obtenue puisse être dite une proposition ; il faut qu’elle 
existe en tant qu’objet abstrait, et le seul fait de pouvoir l’énoncer 
ne suffit pas à lui assurer cette existence ?. 

Inversement, un symbole qui figure, soit dans une expression 
formelle, soit dans une proposition énoncée, ne peut lui-même 
représenter une proposition que si, d’abord, il jouit de l’existence 
abstraite (c’est-à-dire si on ne lui prête pas des caractères incom- 
patibles), et si, de plus, on peut transformer les expressions où il 
figure en un discours où il est remplacé par une phrase intelligible. 

De même, nous réserverons le nom de question aux phrases 
interrogatives qui sont des propositions ; sinon, elles ne relèvent 
pas de la Logique et ne comportent aucune réponse (logique). 


2. Le paradoxe du Menteur 


Bien entendu, si l’on prend une proposition pour objet du 
discours et si on la dote ouvertement de caractères incompatibles, 
personne ne s’y trompera. Si je pose : « Soit P une proposition à la 
fois vraie et fausse », tout le monde s’écriera : P n’est le symbole 
d’aucune proposition, il ne représente rien ; doté par définition de 
caractères incompatibles, l’objet abstrait qu’il est sensé représenter 
n'existe pas. Mais on peut s’y prendre de façon plus subtile, en 
énonçant des phrases qui sont dotées, par leur énoncé même, de 


: Elle avait été dite « formalisable » dans la note des Comptes rendus 
qui exposait cette théorie (t. 242, p. 1402, 12 mars 1956). 

? On remarquera que, dès lors, il n’y a plus toujours équivalence entre 
la négation P de P et la proposition Q : « P est rejetée. » Si P n’est pas 
une proposition, P n’en est pas une non plus, Q est une proposition rejetée. 
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caractères incompatibles; c’est tout l’art des «antinomies ». 
Démontons le mécanisme de l’une d’elles. 

Appelons Q la proposition suivante : « P est fausse. » La phrase 
précédente est une définition (que j’appellerai D): la définition 
de Q ; et il en résulte, d’après les règles de la Logique, que P et Q 
n’ont jamais la même valeur. Si donc, dans D, j'identifie P et Q, 
D attribuera à P des caractères incompatibles, elle ne définira rien 
du tout, et la phrase P qu’elle énonce en même temps qu’elle 
prétend la définir n’existera pas comme objet abstrait : elle ne 
sera pas concevable, ce ne sera pas une proposition. 

Seulement, Epiménide se garde bien de procéder comme nous 
venons de le faire. Il pose d’emblée : « Ce que je suis en train de 
dire est faux » — escamotant ainsi, non seulement l'identification 
de P avec Q, mais encore celle de P et de Q avec D elle-même. 
Il énonce sa proposition en même temps qu’il la prend pour objet 
du discours ; et par cet artifice, il dissimule le fait qu’il dote cet 
objet de propriétés incompatibles. Il suffit de se reporter à l’alinéa 
précédent pour voir que le logicien aurait grand tort de se laisser 
embarrasser par cette finesse. L’énoncé d’Epiménide est une 
phrase grammaticalement correcte, mais non concevable — ce n’est 
pas une proposition ; la Logique dès l’origine la rejetait hors de son 
domaine ; nul ne saurait lui faire reproche si elle est «incapable » 
de la classer vraie ou fausse. 

La règle que le sophiste a violée est simple: si je définis un 
être y en fonction d’un autre être x, et s’il résulte de cette définition 
même que x et y ont des caractères incompatibles, ils ne peuvent 
être confondus, et la « définition » que j’énoncerais en les identifiant 
ne définira rien du tout. 


3. Grelling 


C’est la même règle que violent toutes les antinomies bien 
connues de Grelling, de Cantor, de Burali-Forti, de Russell, de 
Richard, de Berry, de Zermelo-Kônig ; le vice y est plus ou moins 
habilement dissimulé, mais on n’aura nulle peine à le retrouver 
dans chacune d'elles. La démonstration en serait fastidieuse, et 
n’aurait sa place que dans un ouvrage technique. Nous nous 
bornerons à l’esquisser pour Grelling, ainsi que pour Cantor, qui 
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présente une importance exceptionnelle pour le développement de 
la Théorie des Ensembles. 

À chaque adjectif français y, je puis faire correspondre un 
adjectif nouveau y en posant: la proposition P (x, y): «y est 
applicable à x» équivaut, par définition de y, à la proposition 
Q (x, y): «y n’est pas applicable à x.» D’après cette définition 
même, P et Q sont équivalentes; je n’ai donc pas le droit d'y 
identifier y et y, puisque, de par leurs énoncés, et sans qu’elles 
aient encore ni sens ni valeur, ce serait faire de P la négation de Q. 
C'est cependant ce que fait subrepticement Grelling, lorsqu'il 
identifie à la fois y et y à x. 

Par contre, j'ai le droit d'identifier x et y (à condition, naturel- 
lement, de ne pas les identifier ensuite à y); je définirai ainsi de 
façon parfaitement correcte un certain adjectif, « imprédicable », 
en posant: «imprédicable est applicable à x» équivaut, par 
définition, à «x n’est pas applicable à x». Mais cette définition 
suppose donc que x est n'importe quel adjectif, sauf « imprédi- 
cable » lui-même (ou son équivalent) ; les phrases « imprédicable 
est, ou n’est pas imprédicable » ne sont pas des propositions ; la 
phrase « imprédicable est-il imprédicable ? » n’est pas une question. 

Exactement de même, on définira de façon parfaitement 
correcte un ensemble H en posant D (H, E): «E est un élément 
de H » équivaut à «E n’est pas un élément de E.» La phrase 
« H est-il un élément de H? » n’est pas une question, et les réponses 
que l’on essayerait d’y donner ne sont pas des propositions. 


4. Un remède trop simple 


Au mal commun que révélaient toutes les antinomies, l’on a 
apporté un remède simple : on a banni du discours tous les objets 
qui se prêtaient aux antinomies. C'était un sacrifice que l’on 
pouvait faire de gaieté de cœur, semblait-il: s’agissant d’objets 
abstraits tout à fait généraux, comme l’ensemble des ensembles, 
les mathématiciens ne s’en souciaient guère ; l'adjectif « imprédi- 
cable » ne manquait à personne ; et même quand l’objet du discours 
était le discours lui-même, on pouvait encore se boucher les oreilles 
au paradoxe du Menteur. 


LA LOGIQUE DES ATTITUDES 197 


Cependant, une telle politique éveille inévitablement un 
sentiment d'insécurité: qui garantit qu’au détour d’un discours 
tout à fait banal, on ne retrouvera pas une antinomie analogue à 
celle du Menteur ? Car les structures qui conduisent au Menteur, à 
imprédicable, à l’ensemble des ensembles qui ne se contiennent pas 
comme éléments sont très particulières, et forgées pour les besoins 
de la cause ; mais il n’en est pas de même pour l’ensemble de tous 
les ensembles, qui conduit pourtant à l’antinomie de Cantor. Et, 
d'autre part, qui peut donner au mathématicien l’assurance qu’il 
ne fait pas une perte irréparable en s’interdisant l’accès au domaine 
des ensembles les plus généraux ? 


Sans doute un artifice permet-il à celui-ci de se réserver encore un 
champ très vaste. Il refuse de considérer comme défini « l’ensemble H des 
ensembles qui ne se contiennent pas comme élément ». Mais il acceptera 
d'étudier un ensemble H, dont les éléments sont les ensembles définis 
indépendamment de H, et qui ne se contiennent pas comme élément. 
D’après cette définition, H, ne se contient pas comme élément ; on peut 
alors définir H, = H, U {Hi}, qui jouit de la même propriété; et l’on 
voit aisément qu’à tout nombre transfini X on pourra faire correspondre 
un ensemble Hx qui n’aura pour éléments que des ensembles qui ne se 
contiennent pas comme élément, et qui ne se contiendra pas comme 
élément ; mais quel que soit X, Hx ne se confondra jamais avec H. 

Cette ressource échappe au logicien, parce que, dans le Menteur, 
l’objet du discours se confond avec le discours : la contradiction que le 
mathématicien peut ainsi rejeter «au-delà du transfini», le logicien ne peut 
que la rencontrer dès l’origine. 

La difficulté que l’on esquive ainsi est la même dans tous les cas. Si 
l’on considère un ensemble dont tous les éléments sont définis à un instant 
donné, il est toujours possible, une fois ces éléments définis, de les classer 
sans ambiguïté en deux catégories, selon qu'ils possèdent ou non un 
certain caractère k, c’est-à-dire selon qu'ils conduisent à accepter ou à 
rejeter la proposition P (x) : « L'élément x possède le caractère k » ; on peut 
alors introduire sans risque, au sein du premier ensemble, et sans sortir 
du cadre de la Logique classique, « l’ensemble des éléments qui possèdent 
le caractère K. » 

Il arrive que cette bipartition reste possible lorsque l’on considère 
tous les éléments, définis ou à définir, qui constituent un ensemble que 
nous dirons irréductible (dont fous les éléments ne peuvent être supposés 
définis à aucun instant) ; et « l’ensemble des êtres qui possèdent le carac- 
tère k» pourra encore être considéré comme défini, en ce cas, dans le 
domaine de la Logique bivalente. Mais il arrive aussi qu’une telle bi- 
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partition soit impossible, parce que le seul fait de l’avoir effectuée sur un 
ensemble (réduit) quelconque d'éléments permet de définir un élément 
nouveau qui possède le caractère k et oblige à modifier la définition de 
la bipartition : si on la supposait alors réalisée sur l’ensemble irréductible, 
on pourrait définir un æ pour lequel P (x) ne pourrait être ni acceptée, ni 
rejetée. 


Mais refuser de s’arrêter au paradoxe du Menteur, refuser 
d'introduire un ensemble tel que H, ou que l’ensemble de tous les 
ensembles, c’est reconnaître implicitement que les phrases ainsi 
mises au ban du discours ne peuvent être traitées comme des 
propositions que l’on accepte ou que l’on rejette ; c’est reconnaître 
implicitement, et sans en tirer les conséquences, qu’il y a des 
phrases grammaticalement correctes, intelligibles (puisque nous 
pouvons en tirer des conséquences), et qui ne sont pas des propo- 
sitions. 


à. Cantor 


L’antinomie de Cantor a barré pendant soixante ans la voie de 
la Théorie des Ensembles. Montrons que le vice n’est pas dans 
l'introduction de «l’ensemble de tous les ensembles », mais dans 
l’application qu’on lui fait, abusivement, d’un théorème général 
qui équivaut ici à l’application de «imprédicable » à lui-même. 

Soit E l’ensemble de tous les ensembles, P l’ensemble de ses 
parties. Une partie quelconque p de E est un ensemble; elle est 
donc non seulement un élément de P, mais aussi un élément de E, 
qui par conséquent comprend P, et il y a une correspondance bi- 
univoque entre P et une partie E’ de E. Cherchons à montrer que 
l'existence de cette correspondance C implique contradiction. 

À chaque élément p de P, C fait correspondre un élément et 
un seul e de E”, et réciproquement ; p, étant un élément de P, est 
une partie de E, et, comme telle, il peut arriver ou non qu'elle 
contienne e. Définissons une partie x de E de la façon suivante : 

Si l'élément x de E n'appartient pas à E’, il n’appartient pas 
non plus à x. Si x appartient à FE”, C lui fait correspondre p; si x 
est un élément de p, x n’appartient pas à x ; six n’est pas un élément 
de p, x appartient à x. 

Si z est une partie bien définie de E — comme il semble a priori 
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— C’est un élément de P, et l’on voit immédiatement que C ne 
peut lui faire correspondre aucun élément e de E : cet élément ne 
pourrait ni appartenir, ni ne pas appartenir à 7x. 

On se trouve visiblement ici dans la même situation que 
lorsqu'on se demande si l’ensemble des ensembles qui ne se con- 
tiennent pas comme élément, se contient ou non comme élément : 
cette demande n’est pas une question. Dans le cas général, le 
raisonnement précédent prouve que C ne peut exister, c’est-à-dire 
que l’ensemble des parties a une puissance supérieure à celle de 
l’ensemble initial. Il prouve simplement ici que le critère utilisé 
pour savoir si un élément de E appartient ou non à x est en défaut 
dans certains cas. 

Pour le mathématicien, la définition de x est incorrecte, parce 
que nécessairement incomplète ; il y a des éléments pour lesquels 
elle ne permet pas de décider s’ils appartiennent ou non à x, et, 
à quelque instant que l’on se place, il y en aura toujours. Pour le 
logicien, la définition de x est correcte, mais il y a des ensembles 
pour lesquels la phrase : «Cet ensemble est (ou n’est pas) un élément 
de x » n’est pas une proposition. Pour l’un comme pour l’autre, la 
démonstration du théorème général sur l’ensemble des parties est 
en défaut quand il s’agit de E ; et si le mathématicien accepte de 
suivre le logicien et de parler de cet ensemble, il pourra le faire 
Sans risquer aucune contradiction. 


6. Logique et Ensembles 


Dès lors, et sans sortir du cadre de la Logique classique, on 
met facilement en évidence l’étroite parenté de la Logique et de 
la Théorie des Ensembles. On a le droit de poser — comme nous 
l'avons fait dans le cadre de la Logique de la Composition — que 
toute proposition qui attribue un caractère quelconque à un être 
quelconque, introduit l’ensemble des êtres qui jouissent de ce 
caractère ; on a le droit d'introduire le complément d’un ensemble 
(par rapport à l’ensemble de tous les êtres), par la négation de la 
proposition qui introduit cet ensemble, d'introduire la réunion, 
l'intersection des ensembles par la disjonction et la conjonction 
des propositions qui les introduisent (pourvu que ces disjonctions ou 
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conjonctions soient bien des propositions) ; et l’on voit immédia- 
tement que l’ensemble des ensembles est le quotient, par la relation 
d'équivalence entre propositions, de l’ensemble des propositions 
qui introduisent des ensembles. 

Bien entendu, ceci n’enlève rien aux considérations d’un autre 
ordre que permet de développer la Logique de la Composition. 
C’est un fait que le mouvement de pensée provoqué par une propo- 
sition intelligible peut être, non seulement d’acceptation ou de 
rejet, mais aussi de réserve ; c’est un fait que l'introduction d’une 
valeur d’attente est nécessaire pour définir les instants logiques de 
la théorie ; et c’est un fait que, pour se prêter à la description de 
phénomènes non soumis au déterminisme, un langage doit être régi 
par une logique qui admet cette valeur d’attente, ou son équivalent. 


7. Le classement des phrases 


Aussi bien, en voulant rester dans le cadre d’une logique 
bivalente, avons-nous dû nous imposer de faire un premier tri 
entre les phrases, avant de chercher si celles qui sont des propo- 
sitions seraient acceptées ou rejetées. Ce tri peut-il être fait une 
fois pour toutes? Si oui, le domaine de la logique bivalente est 
bien délimité, et nous pourrons ne nous occuper des « phrases qui 
ne sont pas des propositions » que pour les rejeter hors de ce 
domaine. Mais précisément, l'exemple des antinomies montre que 
tel n’est pas le cas. 

Considérons en effet les deux propositions suivantes : P « P' est 
vraie », et P’ «P est fausse». Prises indépendamment l’une de 
l’autre, nous pouvons, selon les cas, les accepter ou les rejeter. 
Ne connaissant que P, l’on dira: quand je connaîtrai P’, si elle 
est vraie P sera vraie, si elle est fausse P sera fausse ; et inversement 
si l’on ne connaît que P”’. 

Mais si l’on connaît à la fois P et P' — et, en particulier, si 
l’on énonce leur conjonction — comme chacune d’elles exprime une 
relation entre elles et que ces deux relations sont incompatibles, 
il devient impossible de les classer vraies ou fausses. 

La conjonction de P et de P’ met cette incompatibilité en 
évidence ; mais c’est l’incompatibilité, et non la conjonction, qui 
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est la cause de l’antinomie. La disjonction ne la fait pas apparaître, 
et ne conduit à aucune antinomie ; mais la substitution a le même 
effet que la conjonction : elle conduit au paradoxe du Menteur, 
puisque P devient « Il est vrai que P est fausse ». 

La Logique bivalente ne peut donc se contenter de combiner des 
phrases, selon ses règles précises, après s'être assurée que chacune 
d'elles, prise isolément, est bien une proposition; il lui faut encore 
s'assurer que ces phrases, dans leur ensemble, ne s'imposent pas les 
unes aux autres, par leurs énoncés, des conditions incompatibles qui 
interdiraient de les considérer toutes comme des propositions. 

Qu'est-ce à dire, sinon que, non seulement à l’origine de la 
théorie, mais encore dans le cours de son développement, nous 
nous trouvons à tout instant en présence de questions qui nous 
obligent à distinguer, non pas deux, mais trois cas : Les phrases 
étudiées sont-elles des propositions? Des propositions acceptées ? 
Des propositions rejetées ? 

En d’autres termes, nous ne parvenons à éviter les antinomies 
«en faisant usage d’une Logique bivalente » que parce que nous 
refusons de constater un fait pourtant incontestable — à savoir que 
nous faisons usage d’une logique trivalente dont nous n’avons pas 
baptisé la troisième valeur. À tous égards, maintenant que nous 
nous en sommes rendu compte, il vaut mieux le reconnaître 
franchement, appeler «proposition» n'importe quelle phrase 
grammaticalement correcte, et introduire une troisième valeur pour 
caractériser celles dont nous disions jusqu'ici qu’elles n’étaient pas 
des propositions ; nous les dirons inconcevables (valeur I) ?. 


Si nous nous permettons maintenant de prendre comme objets du 
discours ces « objets » dont nous disions au début qu'ils n’existaient pas, 
c’est, bien entendu, parce que l’existence abstraite n’a rien d’absolu ; elle 
est relative à une théorie, dont les axiomes déterminent la compatibilité 
ou l’incompatibilité de tels et tels caractères: les nombres complexes 
n’existent qu'une fois qu’on a introduit les « imaginaires » en 
Algèbre. 

Les considérations précédentes mettent en évidence à la fois la force 
et la faiblesse de la formalisation logique. Si l’on essaye de formaliser les 


1 Dans la note des Comptes rendus, qui exposait cette théorie (t. 242, 
p. 1562, 19 mars 1956), elles avaient été dites « méprisées ». 
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propositions P «P’ est vraie » et P’ « P est fausse », on devra écrire l’ex- 
pression (P 7 P') & (P'P); il est visible que cette expression sera 
fausse, quelles que soient P et P’; autrement dit, il n’existe aucun couple 
de propositions (aux yeux de la Logique bivalente) telles que cette 
expression soit vraie. Si donc on s’impose de formaliser tout ce que l’on 
énonce, on est sûr d’être arrêté dès qu’on s’engage sur le chemin des anti- 
nomies ; et c’est la force de la formalisation. 

Mais — et c’est là sa faiblesse — elle nous porte à oublier que des 
symboles auxquels elle refuse toute existence abstraite peuvent cependant 
tenir la place de phrases grammaticalement correctes, et même intelli- 
gibles, puisque nous en tirons des conclusions. Dans l'exemple précédent, 
les phrases P et P’ existent pour nos yeux, nos oreilles et notre esprit ; 
elles sont intelligibles, chacune d’elles prise isolément est une proposition, 
et nous pouvons en tirer des conclusions — nous sommes même obligés 
d’en tirer des contradictions. La Logique non formalisée ne s'exprime 
qu’au niveau de l’intelligible, et conduit aux antinomies ; la Logique 
formalisée ne s’exprime qu’au niveau du concevable, elle échappe aux 
antinomies, mais en refusant de considérer des «propositions» que nous 
rencontrons au niveau de l’intelligible, et devant lesquelles elle nous laisse 
alors désarmés. C’est seulement en observant ce qui se passe à la fois aux 
deux niveaux que nous pouvons résoudre complètement le problème que 
posent les antinomies. 


8. La Logique de l’inconcevable 


Ce sont des données intuitives, expérimentales et formelles qui 
nous conduisaient à dire de certaines phrases qu’elles n’étaient pas 
des propositions ; ce sont les mêmes données qui vont déterminer 
la structure de notre Logique trivalente. Sans reprendre ces expé- 
riences et sans analyser ces intuitions, ce que chacun fera faci- 
lement, donnons simplement les résultats. 

Dans tous les cas où la valeur I n'intervient pas, la négation, la 
conjonction, la disjonction prennent les valeurs que leur assigne 
la Logique bivalente habituelle ; et la négation d’une proposition 
inconcevable est une proposition inconcevable. La conjonction est 
inconcevable dès qu’un de ses termes l’est ; la disjonction, quand 
ils le sont tous deux. 


On peut s’en tenir à ces notions ; et c’est à elles, en effet, que nous 
limiterons les fondements de la Logique de l’inconcevable. Compte tenu 
cependant des considérations du paragraphe 7, on pourrait être tenté 
d'ajouter : il peut arriver que la conjonction de deux propositions soit 
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inconcevable, alors que, prises indépendamment l’une de l’autre, elles 
pourraient avoir n’importe quelle valeur ; elles seraient alors dites incom- 
posables-& (et de même pour la disjonction, les négations de deux 
propositions incomposables-& étant incomposables-u). 

On retrouverait ainsi les règles posées en 1937 par Mme Paulette 
Février (Comptes rendus, t. 204, p. 481 et 958) pour définir une Logique 
«mieux adaptée aux propriétés atomiques que la Logique usuelle et 
fondée sur les relations d'incertitude d’Heisenberg » (Entretiens d’Amers- 
foort, 1938). Mais les notions ainsi introduites ne sont pas nécessaires 
pour permettre ce rapprochement ; et elles ne sont pas à l'abri de toute 
critique. 

En premier lieu, elles représentent une complication inutile. La 
conjonction met en évidence les conséquences des incompatibilités ; mais 
si l’on a raisonné correctement, celles-ci conduisent directement à la 
valeur I, et il n’est pas nécessaire de distinguer deux matrices de con- 
jonction. En effet, P et P”, prises isolément, pourraient a priori prendre 
n'importe quelle valeur ; mais si leur conjonction est inconcevable, alors, 
en vertu même des incompatibilités qui conduisent à l’inconcevable, on 
est certain que l’une d’elles au moins l’est aussi : il n’arrivera jamais que P 
soit effectivement acceptée (ou rejetée), qu’en même temps P’ soit 
effectivement acceptée (ou rejetée), et que néanmoins leur conjonction 
soit inconcevable. Les règles que nous avons retenues suffisent donc à 
couvrir tous les cas possibles, et il est inutile d'introduire les notions de 
propositions incomposables. 

La situation est d’ailleurs la même quand on utilise la Logique de 
Mne Février, en Physique. Les deux propositions : «L’expérience m’apprend 
que l’électron a telle position » et « L'expérience m’apprend qu’il a telle 
vitesse », prises isolément, peuvent a priori l’une et l’autre être vraies ou 
fausses ; je sais que leur conjonction est inacceptable ; mais je sais aussi 
que l’une au moins d’entre elles est fausse, si je ne sais pas laquelle. 
C’est exactement ce qui se passe en présence d’une proposition indéter- 
minée et de sa négation : on sait que leur conjonction est fausse, on sait 
que l’une des deux est fausse, mais on ne sait pas laquelle ; il n’est pas 
nécessaire pour autant de dire que P et P sont incomposables (le mot 
incompatible existe déjà), ni surtout d'introduire une matrice particulière 
pour la conjonction des propositions incompatibles. 

Non seulement cette complication est inutile, mais elle est nuisible, 
car elle prête le flanc à une autre critique. La Logique étudie les propriétés 
des propositions qui ne dépendent que de leur valeur, non de leur contenu ; 
si P est une fonction logique de P', P’’…., la seule connaissance des 
valeurs de P’, P’’... doit déterminer la valeur de P ; s’il faut en outre 
connaître les énoncés de P', P’’..., alors on a quitté le domaine de la 
Logique. Nous aurons d’ailleurs à revenir sur ces questions à la fin de la 
deuxième partie de cette étude. 
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Bien entendu, tous les résultats du paragraphe 6 se retrouveront 
en Logique de l’inconcevable, puisque nous ne faisons ici que 
traduire mot pour mot, dans un autre langage, tout ce qui a déjà 
été dit. 

9. Le tiers exclu et le « quart exclu » 


S'il est possible de classer sans ambiguïté les propositions en 
trois catégories, il doit évidemment aussi être possible de les 
classer en deux catégories, en fusionnant deux quelconques des 
précédentes; par exemple, en considérant que les propositions 
rejetées et les propositions inconcevables forment une seule caté- 
gorie, que nous appellerons les propositions « non acceptées ». En 
comparant la Logique ainsi obtenue à la Logique classique, nous 
allons voir apparaître entre les axiomes de celle-ci l’incompatibilité 
qui donne naissance aux antinomies. 

Elle s’en distingue en effet uniquement en ceci, que la négation 
n'établit pas une correspondance biunivoque entre les propositions 
des deux catégories: la négation d’une proposition acceptée est 
bien une proposition non acceptée ; mais la négation d’une propo- 
sition P non acceptée sera, tantôt une proposition acceptée 
(lorsque la Logique de l’inconcevable classait P rejetée), tantôt 
une proposition non acceptée (lorsqu'elle classait P inconcevable). 

Si la Logique bivalente se borne à poser : 1° je classe les propo- 
sitions en deux catégories : d’une part, celles que j'accepte (direc- 
tement ou indirectement), et, d’autre part, toutes les autres — 
elle ne risque évidemment de se heurter à aucune antinomie. Elle 
peut même, sans contradiction: 2° faire correspondre à toute 
proposition acceptée une proposition non acceptée, qui sera dite 
sa négation; 3° poser que la double négation d’une proposition 
acceptée est cette proposition acceptée ; 4° poser que la conjonction 
est acceptée seulement si ses deux termes le sont, et 5° que la 
disjonction est acceptée dès qu’un de ses termes l’est. Mais elle 
n’a pas le droit d’ajouter : 6° la négation d’une proposition non 
acceptée est toujours une proposition acceptée; c’est ce dernier 
axiome qui est incompatible avec les précédents. 

Naturellement, tout risque d’antinomie disparaîtra si l’on 
renonce à l’axiome 1 (du tiers exclu), ou à l’axiome 3 (de la double 
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négation). Mais c’est aller beaucoup plus loin qu’il n’est strictement 
nécessaire : il suffit de renoncer à l’axiome 6 (de symétrie). 

En somme, la Logique classique s'expose aux antinomies dès 
l'instant où elle n’attribue pas simplement à la deuxième catégorie 
de propositions le caractère négatif de recueillir tout ce qui ne 
trouve pas place dans la première catégorie, mais y ajoute le 
caractère positif que ses propositions doivent correspondre, une à 
une, à celles de la première catégorie : il y a plus de choses dans 
le non-accepté, à Logique, que n’en fournit ta symétrie. 

La Logique de l’inconcevable ne s'expose pas à ce risque tant 
qu'elle n’introduit pas d’autre fonction logique à un argument que 
la négation. Sa première catégorie contient certaines propositions, 
sa deuxième catégorie leurs négations (et la double négation vaut 
l'affirmation) ; sa troisième catégorie contient tout le reste (et se 
superpose à elle-même par la négation) : elle peut, sans le moindre 
risque, poser un principe du « quart exclu ». 


Il n’en serait plus de même si l’on introduisait une nouvelle fonction 
logique à un argument (en posant, par exemple, que P/ est inconcevable, 
rejetée ou acceptée, selon que P est acceptée, rejetée ou inconcevable), et 
si, par les caractères donnés à cette fonction, on attribuait explicitement 
ou implicitement à la catégorie I une structure bien définie, en fonction 
de celle des catégories A et R. Mais tant que la Logique de l’inconcevable 
n’a pas cette témérité, elle reste à l’abri des antinomies ; et l’on vérifie 
facilement, en effet, qu’elle échappe à l’antinomie du Menteur : quelle que 
soit V, la proposition « La proposition que j’énonce à la valeur V » peut 
recevoir au moins l’une des trois valeurs A, R, I. 

On peut alors se demander s’il est nécessaire de passer à la Logique 
trivalente, et si l’on ne pourrait se contenter de la Logique bivalente de 
l’accepté et du non-accepté. Mais celle-ci s'expose au même reproche que 
la Logique classique, lorsqu'elle refuse à certaines phrases le nom de 
« proposition » : elle est, en réalité, une Logique trivalente qui ne s’avoue 
pas, puisque la négation oblige à distinguer deux espèces de propositions 
non acceptées. Ce n’est pas choisir entre deux Géométries que se refuser 
à distinguer, parmi les courbes qui ne sont pas des droites, celles qui sont 
des cercles, et par suite se refuser à les étudier ; c’est se borner arbitrai- 
rement aux débuts de la Géométrie. Ce serait se borner sans plus de 
raisons aux débuts de la Logique de l’inconcevable que «choisir » la 
Logique du non-accepté. 
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10. La Logique de l’inconcevable et la Logique de M" Février 


La rencontre de la Logique de l’inconcevable avec la Logique 
de Me Février vaut qu’on s’y arrête un moment. 

Nous avons dit qu’une théorie assortie d’un algorithme ne 
pouvait être considérée comme une Logique que si ses propres 
énoncés se soumettaient aux règles qu’elle énonçait. On pouvait 
reprocher jusqu'ici à la Logique de Mme Paulette Février de ne pas 
satisfaire à cette condition. La Mécanique ondulatoire lui donnait 
des exemples de propositions qu’elle classait « A » (absurdes), et de 
propositions «incomposables »; mais de même, le Calcul des 
Probabilités fournirait des exemples de propositions (portant sur 
des prévisions) auxquelles on pourrait attribuer des valeurs « de 
vraisemblance » comprises entre 0 et 1. Mais on ne voyait aucun 
raisonnement purement logique qui pourrait introduire la valeur A, 
les propositions incomposables ; les énoncés par lesquels 
Mne Février-Destouches définissait sa Logique restaient soumis 
aux règles de la Logique ordinaire. Dès lors, la Logique trivalente 
pouvait sembler un relais aussi inutile, pour l’étude de la Mécanique 
ondulatoire, que le serait la « Logique des vraisemblances » pour 
l’étude du Calcul des Probabilités. 

Cette critique tombe maintenant dans le vide; bien plus, elle 
atteint directement la Logique bivalente classique. Sous peine de 
tomber dans les antinomies, ses énoncés doivent en effet distinguer 
les « phrases qui ne sont pas des propositions », et les propositions 
qui, seules, peuvent être dites vraies ou fausses. C’est dire que 
son discours est régi, non point par ses propres règles, mais par 
celles de la Logique de l’inconcevable — de la Logique de 
Mme Février-Destouches simplifiée : seule, cette dernière a droit au 
nom de Logique, si l’on accepte notre définition !, En somme, ou 
bien les « Logiciens de la bivalence » s’exposaient au risque des 
antinomies, ou bien ils pratiquaient la Logique trivalente de 
l’inconcevable, comme M. Jourdain faisait de la prose: sans le savoir. 

Ainsi, en méditant assez profondément sur le paradoxe du 
Menteur, Epiménide aurait pu forger un instrument qui n’aurait 


É Et si on la rejette, rien n'empêche d’appeler « logique » n'importe quel 
algorithme ; à quoi sert alors le mot de « logique »? 
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trouvé son emploi que 2600 ans plus tard — mais qui aurait alors 
permis à la fois, dans l’abstrait, de lever toutes les barrières devant 
la Théorie des Ensembles, et dans le concret, de traduire les 
constatations de la Mécanique ondulatoire en donnant une image 
adéquate de l’objet corpusculaire. 


11. Nécessité d’une synthèse 


Cependant, tout au fond de nous-mêmes, nous n’éprouvons pas 
toute la satisfaction que devrait entraîner une constatation si 
vertigineuse. 

Nous nous sentons trop riches, maintenant que nous disposons 
à la fois de la Logique de la Composition et de la Logique de 
l’inconcevable — celle de Mme Février, simplifiée et retrouvée dans 
l’abstrait. Elles sont inconciliables : leurs matrices diffèrent, et, si 
l’on adopte une Logique trivalente, il faut choisir entre elles. 
Cependant, l’une et l’autre sont également tirées de l’expérience 
abstraite et de la réflexion sur nos intuitions logiques ; c’est un fait 
que la pensée en action ne se borne pas à juger, mais doit aussi 
savoir réserver son jugement ; et c’est un fait qu’elle se heurte à 
des propositions inconcevables. Va-t-il donc falloir introduire à la 
fois la valeur d’attente T, la valeur inconcevable I, et recourir à 
une logique quadrivalente ? 

Cette solution paresseuse nous répugne a priori, et pas seu- 
lement parce qu’elle conduirait à une logique bien compliquée. 
Nos deux logiques trivalentes sont trop différentes pour qu’on 
puisse les confondre; mais elles nous ont conduits aux mêmes 
résultats dans un domaine trop vaste pour n’avoir pas, dans leurs 
profondeurs, quelque chose de commun. Et cependant, ni dans 
l’abstrait, ni dans le concret, leurs domaines d’application ne se 
recouvrent parfaitement. 

Dans l’abstrait, la Logique de la Composition, seule, permet 
de définir les instants et l’antériorité logique. Dans le concret, la 
Logique de Mme Février-Destouches est comme moulée sur les 
propriétés des corpuscules; elle est de naissance adaptée à la 
Mécanique ondulatoire, et, plus généralement, « dans une théorie 
où les propositions expérimentales satisfont à une condition de 
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complémentarité, il est nécessaire d’utiliser une logique de complé- 
mentarité qui est irréductible à la Logique classique » (Paulette 
Février-Destouches, La structure des Théories physiques, théorème 7, 
p. 40) ; et la Logique de la Composition n’est pas une logique de 
complémentarité. Mais il faut que l’étude des phénomènes soit très 
avancée pour qu’on puisse y. discerner cette complémentarité 
expérimentale. Là où nous voyons jouer le hasard ou la volonté, 
sans que notre recherche nous ait encore mené si loin (et nous 
mènera-t-elle à la complémentarité ?), la Logique de la Composition 
est parfaitement à son aise, la Logique de Me Février-Destouches 
introduira des précisions embarrassantes. 

Cependant, il y a plus qu’une parenté entre les propositions 
inconcevables et les propositions qu’on réserverait à tout instant 
de la théorie ; rien n'empêche, semble-t-il, de les confondre — et 
même tout y oblige, puisque, si l’on veut échapper aux antinomies, 
les unes comme les autres devront être les phrases que la Logique 
bivalente se refusait à considérer comme des propositions. 

Non seulement on doit sentir très vivement le besoin d’une 
synthèse ; mais tout lecteur de M. Gonseth reconnaîtra cet instant 
où «la recherche fait apparaître des éléments nouveaux .-qui ne 
s’intègrent pas d'eux-mêmes dans la situation de départ », et où 
« pour intégrer les éléments nouveaux, il faut imaginer et mettre 
à l’essai des hypothèses nouvelles, et même des hypothèses incom- 
patibles avec la situation de départ ». (F. Gonseth, La Géométrie 
el le Problème de l'Espace. VI, Le Problème de l'Espace, p. 127.) 

C’est ce que nous allons tenter ; et puisque apparemment il nous 
faut mettre en question l’idée même que nous pouvons nous faire 
d’une Logique, nous commencerons par nous demander à quelles 
intuitions répondent les diverses logiques par lesquelles nous avons 
déjà passé jusqu'ici. 


II. LA LOGIQUE DES ATTITUDES 


12. Qu'est-ce qu'une Logique ? 


Nous avons insisté sur le caractère structurel que devait 
présenter une théorie pour qu’on puisse légitimement l'appeler 
une Logique. Mais avant même de dégager ce caractère, au moment 
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où nous allons tenter d’édifier une Logique, nous avons une idée 
plus ou moins confuse de ce que devrait être cette théorie qui 
n'existe pas encore, pour satisfaire au désir que nous en avons. Il 
y a donc, sous-jacente à toute recherche logique — comme à 
toute recherche — un ensemble de tendances et d’intuitions 
relatives à l’objet de cette recherche. Et quand la quête a duré 
plus de deux millénaires, comme c’est ici le cas, on peut s’attendre 
à voir évoluer ces tendances et ces intuitions, nourries comme elles 
le sont par l’expérience, l’échec et le succès. 

Lorsqu’à l’origine on cherche les règles qui permettront de 
distinguer les propositions « vraies » et les propositions « fausses », 
il semble qu’au moins implicitement on attache ainsi aux propo- 
sitions elles-mêmes les caractères intrinsèques, voire absolus, de 
vérité et de fausseté ; le penseur qui les découvre n’y a point de 
part, et cette terminologie nous fait pressentir, sous-jacente, au 
moins en germe, une philosophie éidétique. Elle sera l’aboutis- 
sement naturel de la Logique d’Aristote; mais l'observateur 
moderne dira tout aussi bien que la tendance vers l’éidétique a 
dirigé les premiers efforts logiques vers le sillon d’Aristote. 

Mais l’équilibre intérieur se trouve compromis par l’expérience 
des Géométries non euclidiennes. Après l’avoir vécue, le logicien 
va nous dire, non plus qu’une proposition est vraie ou fausse, 
mais que lui-même lui attribue telle ou telle valeur — et selon la 
théorie qu’il édifiera, ce sera tantôt l’une, tantôt l’autre. Voilà 
toute l’éidétique mise en question ; certains logiciens le soulignent 
en désignant les « valeurs » par des symboles arbitraires — u, v — 
et leur retirant ainsi tout support intuitif !. 

La Logique d’Aristote cherchait en quelque sorte à retrouver 
le langage d’un Dieu qui, de toute éternité, avait fait telle propo- 
sition vraie, telle autre fausse. Voici que le logicien substitue à 
cette divinité un homme qui, pour classer des propositions en 
deux catégories, accepte les règles d’un jeu (logique) ; choisit plus 
ou moins arbitrairement, à l’origine du jeu, des propositions qu’il 


1 Mais non tous. Si M. Beth, par exemple, fait usage des symboles u, v, 
M. Kleene parlera des valeurs { (true) et f (false), et Mme Février-Destouches 
conservera les termes « vrai », « faux », elle désignera par « absurde » (A) la 
valeur qu’elle introduira. 
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classe dans une des catégories (axiomes de la théorie) ; et puis, il 
joue son jeu. 

Les règles mêmes en sont fixées par l’homme — il peut adopter 
telle ou telle Logique. Mais son choix n’est pas arbitraire; la 
Logique détermine un langage, et ce langage doit s’adapter à la 
description des événements, à l’action concertée sur les événements. 
La Logique devient une théorie physique, la plus générale possible 
— la théorie de l’objet quelconque, dira M. Gonseth (ou, tout aussi 
bien, la théorie de l’événement quelconque); et, bien entendu, 
l’on ne remettra ses règles en question que contraint et forcé. 

Cependant, le logicien n'intervient qu’à l’origine de la théorie 
ainsi conçue. Une fois la Logique définie — presque imposée par 
l'expérience — une fois les axiomes choisis, l’homme se retire du 
jeu : une machine peut le jouer à sa place. A cet égard, la situation 
est la même, qu’on adopte les règles de la Logique élémentaire, 
de la Logique des énoncés, de la théorie de la valuation, d’une plus 
grande Logique, ou de la Logique trivalente de Mme Février- 
Destouches, devenue dans l’abstrait Logique de l’inconcevable. 

Elle n’est déjà plus la même en Logique de la Composition. Le 
choix même des termes : accepter, rejeter, réserver, implique que 
quelqu'un accepte, rejette, réserve ; et les instants logiques peuvent 
se superposer aux moments physiques où le chercheur, qui observe 
une proposition, suspend son jugement, puis s’aperçoit qu'il doit 
l’accepter, ou la rejeter, ou qu'il peut décider à son gré. 

Ainsi, l’homme n'apparaît plus fugitivement, à l’origine de la 
théorie, pour décider de tout son avenir et laisser ensuite la place 
à une machine ; il est présent à chacun de ses instants, il choisit 
toutes les fois qu’il le peut, toutes les fois qu’il définit, toutes les 
fois qu'il fait varier ou fixe un argument ; il fait la théorie par 
chacun des mouvements successifs de sa pensée. Tout nous incite 
à franchir, dans l’ordre abstrait, un pas que la Physique moderne 
a franchi dans l’ordre concret. Alors que l’observation et l’expé- 
rience dévoilaient au physicien classique des faits qui ne dépendaient 
nullement de sa présence, la Mécanique ondulatoire nous oblige à 
voir dans l'observation un événement où l'observateur joue un 
rôle, et de la description duquel il ne peut être éliminé. Comment 
va se présenter la Logique, si nous reconnaissons franchement dans 
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les divers instants d’une théorie des événements abstraits, dans 
lesquels le logicien joue un rôle, et de la description (formelle) 
desquels il ne pourra être éliminé ? 


13. Les attitudes 


Imaginons donc un homme en présence des propositions qu’il 
énonce ; il cherche à les classer au fur et à mesure qu'il les énonce, et 
nous commencerons par laisser indéterminé le nombre n de caté- 
gories que comporte ce classement. En présence d’une proposition 
qu'il vient d’énoncer, il se demande dans quelles catégories il 
pourra, ou dans quelle catégorie il devra la classer. Quelles sont 
les diverses attitudes qu’il pourra prendre, en fonction des con- 
naissances qu’il possède à ce moment ? 

D'une façon tout à fait générale, pour chacune des n valeurs v; 
admises par sa Logique, il se demandera : pour autant que je 
sache, pourra-t-il arriver par la suite que j’attribue à cette propo- 
sition la valeur v;? Et la réponse pourra, chaque fois, être : oui — 
non — je ne sais pas — sous la seule réserve qu’elle ne sera jamais 
non pour toutes les valeurs, et que par suite, s’il sait que la réponse 
est non pour toutes les valeurs, sauf une, il sait ipso facto qu’elle 
est oui pour celle-là 1. 

Les connaissances ainsi exprimées se traduiront donc par une 
attitude que caractérisera un ensemble de n indices, (i, … &,), 
pouvant prendre chacun trois déterminations que nous désignerons 
par 1 si la réponse est oui, par —1 si elle est non, et par 0 si elle 
est je ne sais pas. Compte tenu des indications précédentes, il y 
aura donc 3"—n—1 attitudes possibles. 

Mais dans une même théorie et vis-à-vis d’une même propo- 
sition, l’on ne pourra pas adopter toutes ces attitudes. Si, à un 
moment quelconque, on adopte une attitude dont le ième indice 
est égal à 1, ipso facto, d’après les définitions, on s’interdit d'adopter 
à quelque autre moment que ce soit une attitude où le même 
indice serait égal à —1; par suite, on voit immédiatement qu'on 


1 On admet ici, implicitement, un axiome sur lequel nous reviendrons 
au $ 19. 
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pourra au plus adopter 2r attitudes vis-à-vis d’une même propo- 
sition, au cours d’une même théorie. 

Quand aucun des indices de l’attitude n’est nul, elle sera dite 
fixée; réservée dans le cas contraire. Si l'attitude fixée vis-à-vis 
d’une proposition ne comporte qu’un seul indice positif, la propo- 
sition sera dite liée; libre dans le cas contraire. 

Reste à fixer le nombre n des valeurs. Il serait tentant de n’en 
retenir que deux, sans exclure alors l’attitude (—1, —1), que l’on 
prendrait vis-à-vis des propositions inconcevables!, Mais on 
s’exposerait aux mêmes objections qui, au paragraphe 7, nous ont 
conduits des «phrases qui ne sont pas des propositions » à la 
valeur inconcevable, et qui, au paragraphe 9, nous ont fait renoncer 
à la Logique du non-accepté pour retenir la Logique de l’incon- 
cevable. De plus, les diverses attitudes ne suffiraient pas à traduire 
toute la gamme des diverses connaissances possibles. 

Nous poserons donc franchement que l’on cherche à classer les 
propositions dans trois catégories, À, R et I, et nous caractériserons 
chaque attitude par trois indices (1, j, k), le premier se rapportant 
à la valeur A (accepté), le second à la valeur R (rejeté) et le troi- 
sième à la valeur I (inconcevable). Il y aura donc vingt-trois atti- 
tudes possibles, dont huit seulement peuvent être adoptées vis- 
à-vis d’une même proposition au cours d’une même théorie. Il y 
aura sept attitudes fixées [l’attitude (—1, —1, —1) étant exclue — 
principe du quart exclu], donc seize attitudes réservées; il y 
aura naturellement trois espèces de propositions liées, et quatre 
espèces de propositions libres ?. 


Bien entendu, au cours d’un raisonnement, l’on ne passera pas néces- 
sairement de l’attitude (0, 0, 0) à l'attitude fixée (&, j, k) par l'intermédiaire 
des six autres attitudes réservées possibles ; mais on aura toujours le droit 
de définir un «instant logique » (cf. $ 15) correspondant à chacune de 


1 C’est ce qui avait été fait dans la note des Comptes rendus qui exposait 
cette théorie (t. 242, p. 1343, 16 avril 1956). 

* Si l'attitude fixée est (1, —1, —1) vis-à-vis d’une proposition P(x) qui 
mentionne une indéterminée x, P(x) est acceptée quel que soit x; si elle 
est (1, é, j), il existe, quels que soient i et j, un choix de x pour lequel P (x) 
est acceptée. La logique des Attitudes n’a donc nul besoin d'introduire 
les quantificateurs de la Logique élémentaire. 
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ces attitudes. S'agissant par exemple de propositions dont on sait 
qu’elles ne sont pas inconcevables : 

— Dans une démonstration par récurrence, on établit d’abord que 
l'énoncé est valable quand la variable est égale à l’unité ; on passe donc 
par les attitudes (0, 0, —1), (1, 0, —1), (1, —1, —1). 

— Dans une démonstration par l'absurde, on montre que l’énoncé ne 
peut être rejeté; on passe donc par les attitudes (0, 0, —1), (0, —1, —1) 
et celle-ci équivaut à (1, —1, —1) comme il a été dit au début. 

— Quand on démontre qu’un théorème est vrai pour tous les x en 
l’établissant pour un x quelconque, on passe directement de l'attitude 
(0, 0, —1) à l'attitude (1, —1, —1): le seul fait que le x pour lequel on 
l’a établi était quelconque montre, non seulement qu’on peut l’accepter, 
mais encore qu’on ne peut le rejeter. 


14. Négation, conjonction, disjonction 


Il est facile, en se reportant à l’expérience des autres Logiques 
et à la définition des attitudes, de justifier les règles des opérations 
usuelles en Logique des Attitudes ; nous nous bornerons à les énoncer. 

Si l'attitude vis-à-vis de P est (i, j, k), l'attitude vis-à-vis de 
sa négation P est (j, i, k). 


Soient (4, 7, k), (t’, j', k’) les attitudes vis-à-vis de P et de P’, et soit 
(I, J, K) l'attitude vis-à-vis de la conjonction P & P'; I, J, K sont donnés 
par les règles suivantes (compte tenu des indications du paragraphe 8, 
nous n’introduirons pas de propositions incomposables) : 

a) Pour que I soit égal à 1, il faut que i = i’ — 1, et, en outre, que 
l’on sache que P et P’ peuvent être acceptées simultanément ; c’est natu- 
rellement le cas si j = j — k — k' — —1, mais cette condition n’est pas 
nécessaire. 

Quels que soient les indices relatifs à P et à P’, I — —1 si l’on sait 
que P et P’ ne peuvent être acceptées simultanément ; c’est en particulier 
le cas si i — —1 ou si  — —1, mais cette condition n’est pas nécessaire. 

Dans tout autre cas, I est nul. 

b) Pour que J soit égal à 1, il faut que l’un au moins des indices }, j” 
soit égal à 1, et qu’on sache en outre que la proposition correspondante 
peut être rejetée sans que l’autre soit inconcevable ; c’est en particulier 
le cas si le 3° indice relatif à cette dernière proposition est égal à —1, 
mais cette condition n’est pas nécessaire. 

Pour que J soit égal à —1, il faut et il suffit que j — j — —1, ou 
que l’on sache qu'aucune des deux propositions ne peut être rejetée sans 
que l’autre soit inconcevable. 

Dans tout autre cas, J est nul. 
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c) Pour que K=— 1, il faut et ilsuffit que l’un des indices k, k” soit égal à 1. 

Pour que K = —1, il faut et il suffit que k = k° — —1. 

Dans tout autre cas, K est nul. 

On voit que, dans le cas général, l'attitude vis-à-vis de P & P’ ne 
dépend pas seulement des attitudes vis-à-vis de P et de P”, mais encore 
des attitudes vis-à-vis de Q: « P et P’ peuvent être acceptées simulta- 
nément » et de Q’: « Une des deux propositions P, P' peut être rejetée 
sans que l’autre soit inconcevable. » 

Les règles relatives à la disjonction s’obtiennent en permutant, dans 
les énoncés précédents : à et j, à’ et j', «accepter » et « rejeter ». 


Il résulte immédiatement de ces définitions que la double 
négation équivaut à l’affirmation, et que la négation d’une con- 
jonction équivaut à la disjonction des négations. 

D'autre part, on vérifie facilement que la conjonction et la 
disjonction, qui sont évidemment des fonctions symétriques, sont 
de plus associatives, et distributives l’une par rapport à l’autre. 


15. Le temps logique 


Nous appellerons instant logique d’une théorie © tout ensemble 
d’attitudes prises vis-à-vis de toutes les propositions de ©, pourvu 
que ces attitudes soient compatibles avec les règles précédentes, 
d’une part, et avec l'attitude d'acceptation adoptée vis-à-vis des 
axiomes de ©, d’autre part. L'ensemble des instants logiques 
d’une théorie sera dit son femps logique. 

Bien entendu, il est impossible d'énoncer toutes les propositions 
d’une théorie ; la seule façon de définir un instant logique consis- 
tera donc à dire : à cet instant, l’attitude vis-à-vis de telles propo- 
sitions est (i, j, k), t, j, k n'étant pas nuls tous trois, et elle est 
(0, O0, 0) vis-à-vis de toutes les autres propositions. | 

Si { et {’ sont deux instants logiques distincts, il y a donc au 
moins une proposition vis-à-vis de laquelle l’attitude n’est pas la 
même en { et en f’. 


16. Fonctions logiques normales. Implications, équivalences 


Une proposition P sera dite une fonction logique aberrante 
des propositions X, Y... s’il existe des instants logiques où toutes 
les attitudes sont fixées par rapport à X, Y..., mais qu’à aucun de 
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ces instants l’attitude vis-à-vis de P ne soit fixée. S’il n’en est pas 
ainsi, la proposition P sera dite une fonction normale de X, Y.….. ; 
alors, ou bien il existe un instant où les attitudes vis-à-vis de P, 
X, Y.. sont toutes fixées, ou bien l'attitude vis-à-vis de P est 
réservée à tout instant, mais il n’y a aucun instant où les attitudes 
vis-à-vis de X, Y.. soient toutes fixées. Nous ne considérerons 
que des fonctions normales. 

Dans une théorie donnée, une proposition P sera dite normale 
si elle est une fonction logique normale des axiomes et définitions 
de la théorie. Il n’en résulte pas nécessairement qu’il y a un instant 
où l’attitude vis-à-vis de P est fixée ; car, à tout instant, il y a des 
* définitions qui n’ont pas encore été énoncées et vis-à-vis desquelles 
l'attitude est réservée. Nous reviendrons sur ce point aux para- 
graphes 19 et 20. 

Il ya entre P et P' la relation d’implication forte si PuP’ est 
acceptée. Cette relation est transitive et réflexive ?, mais ce n’est 
pas une relation d’ordre. La double relation d’implication forte 
est l’équivalence forte : à tout instant où l’un des indices relatifs à 
l’une des propositions est différent de 0, le même indice relatif à 
l’autre proposition lui est égal ou est nul. 

Il y a entre P et P’ la relation d’implication faible lorsque : 
s’il existe un instant où l'attitude vis-à-vis de P est (1, à, j), ou 
(1, —1, j), ou (1, —1, —1), il existe un instant où l'attitude vis- 
à-vis de P’ est, respectivement, (1, 1’, j'), ou (1, —1, j'), ou 
(1, —1, —1). La double relation d’implication faible est l’équiva- 
lence faible ; elle peut s’énoncer, par abus de langage : P et P" sont 
acceptées simultanément. 


17. L’antériorité logique 


On dira que l'instant f est antérieur à l’instant f’ si, quelle que 
soit la proposition normale P, tout indice d’attitude vis-à-vis de P, 
ou bien a la même valeur en f et en f’, ou bien est nul en f, et s’il 
existe au moins une proposition normale vis-à-vis de laquelle 
l'attitude ne soit pas la même en f et en f’. 


1 Ce dernier s’élimine de lui-même quand on accepte l’axiome X ($ 19). 
2 Sauf si P est inconcevable. 
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La relation d’antériorité logique est transitive, comme on le 
vérifie aisément ; de plus, la double relation «antérieur ou égal» se 
confond avec la relation d'identité; l’antériorité est doncunerelation 
d’ordre, mais elle n’ordonne pas complètement le temps logique 
d’une théorie. 

Celui-ci ne saurait, bien entendu, être confondu avec le temps 
physique, aux éléments duquel nous réserverons le nom de moments 
(cf. Logique de la Composition). À tout moment de son travail, 
le chercheur ou l'étudiant se situe à un instant logique de la 
théorie; mais ces moments sont complètement ordonnés dans le 
temps physique, suivant un ordre qui ne correspond pas nécessai- 
rement à l’ordre des instants logiques correspondants (quand ordre 
il y a pour ceux-ci). 


18. Utilisation des attitudes 


La Logique des Attitudes comporte comme cas particuliers, 
nous allons le vérifier, aussi bien la Logique bivalente que la 
Logique de l’inconcevable et la Logique de la Composition. Aussi 
peut-elle, dans certains cas, se simplifier et se ramener à l’une ou 
l’autre de ces Logiques; et naturellement, on utilisera, dans 
chaque cas, le langage le plus simple possible. 

a) Toutes les fois que l’on s’intéressera uniquement aux résultats 
acquis — c’est-à-dire aux attitudes fixées — on devra pouvoir 
recourir, soit à la Logique bivalente classique, soit à la Logique de 
l’inconcevable. C’est le cas lorsqu'on étudie les théorèmes d’une 
théorie, et non pas sa structure (que visent les théorèmes de la 
méta-théorie correspondante) 1. 

On peut alors, en effet, éliminer, non seulement les propo- 
sitions réservées, mais encore les propositions libres, en étudiant 
séparément les domaines où elles sont acceptées, rejetées, incon- 
cevables — ce qui revient à étudier séparément chacune des 


1 La méta-théorie devra donc s’occuper des attitudes prises vis-à-vis 
des théorèmes de la théorie, mais non, bien entendu, vis-à-vis des théorèmes 
de la méta-théorie — à moins que la théorie soit la Logique, qui se confond 
avec sa méta-théorie. L'étude complète de la Logique est inséparable de 
celle des attitudes logiques. 
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petites théories obtenues en ajoutant aux axiomes généraux un 
axiome particulier: telle proposition est toujours acceptée (ou 
rejetée, ou inconcevable). On ne tient donc plus compte que des 
trois attitudes (1, —1, —1), (—1, 1, —1), (—1, —1, 1), corres- 
pondant aux trois valeurs À, R, I: on fait usage de la Logique de 
l’inconcevable. 

Si d’ailleurs on ne s'intéresse qu'aux propositions acceptées 
(et à leurs négations), et si les substitutions auxquelles on procède 
ne risquent pas de conduire à des antinomies, on peut encore 
éliminer l'attitude (—1, —1, 1) — la valeur I — et faire usage de 
la Logique bivalente classique. La Logique de l’inconcevable ne 
s'impose que si les substitutions risquent de conduire à des anti- 
nomies (c’est le cas si la théorie est la Logique elle-même, ou la 
partie la plus générale de la Théorie des Ensembles), ou si l’on 
s'intéresse, non seulement aux propositions acceptées (et à leurs 
négations), mais aussi aux propositions inconcevables. Nous 
examinerons au paragraphe 22 si le cas peut se présenter en Phy- 
sique; il semble bien qu’il soit nécessaire de faire intervenir 
l’inconcevable en Métaphysique, si l’on veut y éviter des discussions 
sans issue. 

b) Si l’on ne s'intéresse pas seulement aux résultats d’une 
théorie, mais si l’on veut en étudier la structure, son temps logique 
est une caractéristique impossible à négliger, et l’on doit faire 
intervenir les attitudes réservées. 

Si l’on ne s'intéresse pas aux propositions inconcevables, et si 
l’on est pratiquement certain de ne pas s’y heurter par mégarde, 
on pourra se borner à considérer les deux premiers indices, le 
troisième étant toujours pris égal à —1 ; l’on n’aura à tenir compte 
que de six attitudes distinctes. 

Dans l’étude particulière d’un raisonnement, on pourra seg- 
menter le domaine de la proposition que l’on étudie, comme dans 
le cas a, de façon à éliminer l'attitude libre (1, 1); les attitudes 
réservées dont un seul indice est nul sont alors équivalentes aux 
attitudes fixées, et il ne reste finalement que trois attitudes, 
(0, 0), (1, —1), (—1, 1), qui correspondent aux trois valeurs T, À, R, 
de la Logique de la Composition; on pourra donc faire usage de 
celle-ci. 
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Mais quand on étudiera la structure de la théorie dans son 
ensemble, on ne pourra négliger le fait qu’une proposition libre 
peut y être tantôt acceptée, tantôt rejetée, voire inconcevable, et 
qu’à des instants différents on peut adopter des attitudes de 
réserve partielle différentes. C’est donc à la Logique des Attitudes 
elle-même que l’on devra recourir — avec trois ou deux indices, 
selon que l’on s’intéressera aux propositions inconcevables (ou que 
l’on craindra d’en rencontrer), ou bien que l’on s’en désintéressera 
et n’aura pas à s’en inquiéter. 


19. Les démonstrations par l'absurde 


On peut énoncer un axiome qui complète, en Logique des 
Attitudes, le principe du quart exclu. C’est la proposition X, que 
nous avons implicitement admise au paragraphe 13 : « Quelles que 
soient la théorie © et la proposition P, il existe un instant de © où 
l'attitude vis-à-vis de P est fixée 1. » 

Admettons en effet X, et soit dans une théorie quelconque une 
proposition P quelconque que nous voulons démontrer par l’ab- 
surde. Il faut d’abord s’assurer qu’elle n’est jamais inconcevable 
(précaution qui s’imposerait aussi bien en Logique classique). Cela 
fait, supposons que nous puissions démontrer que sa négation P 
n’est jamais acceptée. L’attitude vis-à-vis de P est alors(—1,0, —1). 
En vertu de X, il y a un instant où l'attitude vis-à-vis de P est 
fixée, et elle ne peut alors être que (—1, 1, —1), puisque le quart 
exclu interdit l'attitude (—1, —1, —1); à cet instant, l’attitude 
vis-à-vis de P est (1, —1, —1), et P est démontrée. 

On voit donc que la démonstration par l’absurde exige, non 
seulement le principe du quart exclu (dont la validité a été reconnue 
au $ 9), mais encore l’axiome X, faute de quoi elle établirait 
seulement que l'attitude vis-à-vis de la proposition à démontrer 


: Bien entendu, ce qui joue en Logique des Attitudes le rôle que jouent 
en Logique de la Composition les propositions «réservées à tout instant 
de la théorie », ce sont celles vis-à-vis desquelles nous devons prendre, non 
une attitude réservée à tout instant, mais l’attitude (—1, —1, 1). 
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est (1, —1, —1) ou (0, —1, —1). C’est visiblement l’axiome X 
que les intuitionnistes mettent implicitement en cause; mais les 
discussions qu’ils soulèvent ne peuvent aboutir qu’en l’explicitant. 


20. Critique de l’intuitionnisme 


Que risquons-nous en acceptant X, c’est-à-dire en prenant 
vis-à-vis de cet axiome l'attitude (1, —1, —1)? En étudiant une 
théorie ©, il y aura, à n'importe quel instant, des propositions 
vis-à-vis desquelles on restera dans l’attente; mais on ne pourra 
pas savoir si l’attitude vis-à-vis de l’une quelconque d’entre elles 
ne finira pas par se fixer — ou du moins, on ne le saura qu’en la 
fixant. X ne risque donc aucun démenti direct. 

Mais on peut étudier la méta-théorie de ©, c’est-à-dire la 
structure de son temps logique. Cette étude ne pourra cependant 
jamais conclure que l’attitude vis-à-vis de P ne peut être fixée à 
aucun instant de ©; car ce serait montrer que P ne peut être ni 
acceptée, ni rejetée à aucun instant de ©, et ceserait par conséquent 
poser, en vertu du quart exclu, l’existence d’un instant où l’attitude 
vis-à-vis de P serait (—1, —1, 1) — donc fixée. 

Tout ce que la méta-théorie peut amener à conclure, c’est : 
je ne pourrai démontrer à aucun instant de la théorie, ni que je me 
heurte à une contradiction en acceptant P, ni que je me heurte à 
une contradiction en la rejetant. C’est la situation que l’on découvre 
dans la critique du postulatum d’Euclide; que penserait-on du 
géomètre qui, faute de pouvoir démontrer la non-contradiction 
d'aucun axiome des parallèles, refuserait d’édifier aussi bien la 
Géométrie d'Euclide que celles de Bolyai, de Lobatchevsky ou de 
Riemann, et borneraït la Géométrie à ce que l’on en peut dire sans 
faire usage d’aucun axiome des parallèles ? 

Si d’ailleurs, après avoir développé l’une ou l’autre hypothèse, 
on se heurte à une contradiction, ce sera l’attitude adoptée vis- 
à-vis de P qui sera mise en cause, mais non l’axiome X lui-même — 
tout au contraire, puisqu’en nous apprenant que nous ne pouvons 
accepter (ou rejeter, ou ni accepter, ni rejeter) P, l'expérience nous 
aura obligés à fixer notre attitude vis-à-vis de P. 
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On ne risque done aucune contradiction quand on applique 
l’'axiome X à une théorie ou à une méta-théorie, quelle qu’elle soit ; 
c'est dire précisément qu’on ne risque aucune contradiction à 
l’accepter comme axiome de Logique 1. 


L'examen détaillé de toutes les attitudes possibles vis-à-vis de X 
confirme cette conclusion ; elle est trop longue pour qu’on la développe 
ici. Nous nous bornerons à quelques remarques. 

L’'attitude de rejet paraît être celle des intuitionnistes ; c’est celle que 
prendraient les géomètres dont nous venons de parler. Mais elle est criti- 
quable à un autre égard: rejeter X, c’est accepter sa négation X, c'est 
en faire un axiome. On en a le droit, ni plus ni moins que pour X ; dès 
lors, de quel droit les intuitionnistes voudront-ils interdire X et imposer X? 
Cela semble d'autant plus choquant qu'ils affirment, ce faisant, l’existence 
de propositions vis-à-vis desquelles l'attitude ne peut être fixée à aucun 
instant de la théorie ; il leur est évidemment impossible d’en citer une 
(les exemples qu’ils donnent ne sont aucunement probants, mais il serait 
trop long de les discuter ici) — et précisément ils posent qu’on n’a le droit 
d'affirmer l’existence d’une espèce d’êtres que lorsqu’on peut en citer un 
exemple. 

A proprement parler, on devrait considérer, en Logique, l’axiome X 
comme libre; entendant par là, non que nous devrions l’accepter pour 
certaines théories et le rejeter pour d’autres (cette décision ne pourrait 
être qu'arbitraire), mais que, pour n’importe quelle théorie, nous sommes 
libres de l’accepter ou de le rejeter. Mais il arrive alors que rejeter X 
délimite pour chaque théorie un domaine d’études possibles, tout entier 
compris dans celui que l’on délimite en acceptant X. Le seul intérêt de 
la première étude est alors de nous apprendre quels sont les résultats qui 
peuvent être obtenus sans faire appel à la réduction à l’absurde. C’est 
en effet le seul apport positif de l’intuitionnisme ; l'intérêt en est d’ailleurs, 
jusqu’à nouvel ordre, strictement technique ; et cette étude est naturel- 
lement possible sans rejeter X. 

La dernière attitude fixée que l’on pourrait envisager de prendre vis- 
à-vis de X consisterait à le considérer comme inconcevable. Mais, par 
définition, ce n’est pas une attitude que l’on est libre d'adopter à son gré; 
elle exprime l'impossibilité, aussi bien d’accepter que de rejeter, sans 
aboutir à une contradiction. Tel n’est pas le cas ici. 

Enfin, adopter vis-à-vis de X une attitude réservée à tout instant de 
la Logique ramènerait aux considérations du troisième alinéa de ce 
paragraphe. 


1 Ce qui, bien entendu, n’oblige pas à l’accepter; on peut toujours 
refuser n'importe quel axiome. On peut aussi bien refuser l’Arithmétique, 
les Mathématiques, la Logique, et toute pensée. 
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21. L'introduction des Ensembles 


J’appelle d’une façon générale « être » tout ce qui peut être 
objet du discours. Je dis que l’être e est complètement défini s’il 
existe une proposition P(x) telle que P(e) soit acceptée et que, 
quels que soient x et Q(x), à tout instant où P(x) et Q(e) sont 
acceptées, Q (x) est également acceptée (ce que j’exprime en disant 
que x — e à cet instant). 

Soit P(x) une proposition quelconque qui mentionne de façon 
quelconque un être x quelconque. Je considère les êtres e complè- 
tement définis et tels que la proposition P(e) obtenue en substi- 
tuant l’un quelconque d’entre eux, e, à x dans P (x) soit acceptée ; 
je dirai brièvement que ce sont les êtres complètement définis 
acceptés par P (x). 

Il y a de ce fait, entre ces êtres, une relation d'équivalence que 
j'exprime en disant qu'ils appartiennent à un même ensemble E, 
introduit par P(x), ou encore qu’ils sont les éléments de cet en- 
semble ; ce quise note esE. Il résulte de cette définition que, si deux 
ensembles sont distincts, il y a un élément de l’un au moins qui 
n'appartient pas à l’autre 1. 

Si P(x) et Q (x) introduisent le même ensemble E, il y a entre 
elles la relation d'équivalence faible ; mais la réciproque ne paraît 
pas nécessairement vraie au premier abord. C’est ainsi qu’il y a 
équivalence entre les deux propositions : « Par un point quelconque 
on peut mener à toute droite qui ne passe pas par ce point une 
parallèle et une seule », et : « La somme des angles d’un triangle est 
égale à deux droits»; mais elles ne mentionnent pas les mêmes 
êtres et n’introduisent donc pas, apparemment, les mêmes en- 
sembles. Si cependant on y regarde de plus près, on voit que 
chacune de ces propositions exprime une propriété caractéristique 
des espaces euclidiens, et devrait s’énoncer : « Les espaces considérés 
sont tels que … »; elles introduisent alors l’une et l’autre l’ensemble 
des espaces euclidiens. 


1 Les notions d'ensemble et d'équivalence sont superposables ; tout ce 
qui peut s’exprimer en utilisant l’une peut s'exprimer en utilisant l’autre. 
Le langage courant traduit l’équivalence par l’emploi d’un « nom commun ». 
Dès lors, on ne voit pas comment il pourrait être licite de parler d’un «x 
quelconque », et non de «l’ensemble des x ». 


3 


222 F. MOCH 


D'une façon générale, si deux propositions sont équivalentes 
(faibles, et, a fortiori, fortes), ont doit pouvoir les énoncer sous une 
forme telle qu’elles acceptent les mêmes êtres, et par conséquent 
qu’elles introduisent le même ensemble. 

Un ensemble est réduit s’il existe un instant logique f où tous 
ses éléments peuvent être supposés connus; plus précisément, si, 
à un instant quelconque, xeE est acceptée, alors, à cet instant, x 
est égal à l’un des êtres e tels que e&E était acceptée à l'instant f. 
S’il n’en est pas ainsi, l’ensemble est dit irréductible. 

Par définition, l’ensemble introduit par P(x) & P'(x) est dit 
l'intersection des ensembles introduits par P(x) et par P'(x), 
l’ensemble introduit par P(x)u P'(x) en est dit la réunion. L’en- 
semble introduit par P(x) & P'(y) est dit le produit des ensembles 
introduits par P(x) et par P'(y). 

On définit alors facilement le quotient d’un ensemble par une 
relation d'équivalence, et l’on montre que l’ensemble des ensembles 
est le quotient de l’ensemble des propositions, par la relation 
d'équivalence faible entre les propositions : la Logique des Attitudes 
rejoint ici la Logique de la Composition. 


22. La Physique et l’inconcevable 


Avant d'appliquer à la Physique les conclusions que nous 
pourrons tirer de la Logique des Attitudes, il faut examiner de très 
près ce que nous enseignent les relations d’incertitude. 

Je puis faire une expérience (ou une observation) qui m’apprend 
qu'un électron a, au moment {, une position (ou vitesse) déterminée 
avec autant de précision que je le voudrai; mais elle me rensei- 
gnera d’autant plus mal sur sa vitesse (ou sur sa position) qu’elle 
me renseignera mieux sur sa position (ou sa vitesse). 

Il n’en résulte nullement qu'il soit interdit de supposer à 
l'électron une position et une vitesse bien déterminées au moment f ; 
car si deux expériences consécutives, la première au moment #, la 
deuxième au moment f’, m’apprennent que l’électron a eu deux 
positions bien déterminées à ces deux moments, tout se sera passé 
comme s’il avait eu au moment { la vitesse qui correspond au 
passage d’une position à l’autre entre ces deux moments. 
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En d’autres termes, ce qu'interdisent les relations d'incertitude, 
c'est d'accepter à un moment quelconque une proposition telle que 
la suivante, P: « Un ensemble d’expériences dont aucune n’est 
postérieure à { m’apprend que l’électron avait (a, ou aura), au 
moment {, une position et une vitesse déterminées toutes deux avec 
une précision supérieure à celle que permettent les relations 
d’'Heisenberg. » Aller plus loin, c’est sortir du domaine de ce que 
nous enseigne la Physique. 

Mais celle-ci nous interdit-elle également de rejeter P? Evi- 
demment non; bien au contraire, elle nous oblige à accepter la 
négation de P: «Un ensemble d’expériences dont aucune n’est 
postérieure à { n’a pu m’apprendre, etc... » P n’est donc nullement 
une proposition inconcevable ; et elle est la conjonction de deux 
propositions qui ne sont nullement incomposables (notion que 
nous avons d’ailleurs pu nous dispenser d’introduire). 

Au reste, la Relativité conduit à énoncer un principe tout à fait 
analogue, sinon dans son énoncé, du moins par sa portée, sans que 
personne ait jamais songé à faire intervenir une valeur « absurde » 
ou «inconcevable ». Elle nous interdit en effet d’énoncer une 
proposition telle que la suivante : «E et E’ étant deux événements 
si éloignés dans l’espace et si rapprochés dans le temps que nul 
signal parti de l’un n’ait pu arriver à l’autre, l’un des deux est 
néanmoins la cause de l’autre. » Et elle nous oblige tout aussi bien 
à en accepter la négation. 


Comment se fait-il, dans ces conditions, que Mme Février ait pu, en 
analysant les relations d'incertitude, aboutir précisément à la Logique de 
l’inconcevable, et reconnaître en Physique des propositions incomposables ? 

C’est que sa « doctrine préalable » était la Logique classique bivalente. 
Elle se trouvait en présence de deux propositions qui, prises isolément, 
pouvaient, aussi bien l’une que l’autre, se trouver vraies ou fausses : 
«L'expérience va m’apprendre que l’électron a telle position», et : «L’expé- 
rience va m’apprendre qu’il a telle vitesse » ; et les relations d'Heisenberg 
l’obligeaient à poser fausse, dans tous les cas, la conjonction de ces deux 
propositions, qui n’étaient cependant pas logiquement incompatibles. La 
Logique bivalente n’a pas d’autre moyen d’envisager deux propositions 
«qui pourront se trouver vraies ou fausses » que d'écrire une matrice à 
quatre cases; et les relations d'incertitude obligeaient Mme Février à 
inscrire « faux » dans toutes les cases. C'était une situation inextricable, 
et l’on n’en pouvait sortir qu’en admettant deux façons différentes 
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d'évaluer la conjonction de deux propositions, selon qu’elles étaient ou 
non composables ; le «rejet» de cette conjonction était donc quelque 
chose de très particulier, et conduisait tout naturellement à introduire 
une troisième valeur. Il faut avouer cependant que le raisonnement par 
lequel Me Février identifiait la valeur d’une telle proposition avec la 
valeur de sa négation n’était pas entièrement convaincant !. 

On ne rencontre aucune difficulté de cet ordre en Logique des Attitudes, 
comme il est facile de le vérifier. On passe simplement par un instant où 
l'attitude vis-à-vis de deux propositions est (0,0, —1), alors qu’elle est 
(—1, 1, —1) vis-à-vis de leur conjonction ; c’est une possibilité qui a été 
reconnue dès la définition de la conjonction ($ 14); et la même situation 
se rencontre tout aussi bien dans des cas banaux, par exemple quand 
deux propositions attribuent deux positions différentes à un même 
mobile, au même instant. 


C’est une nécessité logique d’admettre l'attitude fixée 
(—1, —1, 1) vis-à-vis de certaines propositions, dites inconcevables. 
Mais la Physique ne nous oblige nullement, jusqu'ici, à décrire des 
événements ni à en exprimer les lois en utilisant de telles propo- 
sitions. Pourra-t-il en être un jour autrement ? 

On en peut douter. Les propositions inconcevables ne s’intro- 
duisent en Logique que parce que toute proposition peut être à la 
fois partie et objet du discours, et que certaines incompatibilités 
expriment alors un caractère intrinsèque de parties intelligibles du 
discours. On ne voit pas comment une dualité du même ordre pourrait 
intervenir en Physique (du moins tant que la Physique n’englobe 
pas la Psychologie) : les objets concrets, les événements, les entités 
y sont des objets, non des parties du discours, et, si l’on se heurte à 
une incompatibilité, on ne voit pas quelle raison l’on pourrait avoir 


14 On pourrait aussi adopter une Logique à quatre valeurs en définissant 
une valeur logique B, vrai absolu, comme valeur de la négation d’une propo- 
sition ayant la valeur A (...). Mais il n’est pas nécessaire de faire intervenir 
une telle valeur B, et il suffit de se limiter aux valeurs V, F, A, car si la 
quantification et la complémentarité entraînent des interdictions, la défense de 
poser « vraies » certaines expressions, elles ne conduisent jamais à des afjir- 
malions inconditionnelles » (La structure des Théories physiques, p. 39). 
La phrase que nous avons soulignée paraît contestable: la proposition 
« Aucune expérience ne peut livrer des résultats plus précis que ne le 
permettent les relations d’Heisenberg » peut être prise pour axiome de la 
Mécanique ondulatoire. Si ce n’est pas la poser comme une «affirmation 
inconditionnelle », alors sa négation n’est pas « fausse » autrement que les 
autres propositions fausses. 
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d’en situer l’origine ailleurs que dans l'attribution de caractères 
inacceptables à ces objets du discours. 


On voit de même que l’utilisation, en Physique, de la notion d’en- 
sembles ne peut conduire à l’inconcevable, parce qu'aucun objet physique 
(ou événement), considéré comme ensemble d’objets physiques (ou 
d'événements), ne peut se contenir comme élément. 

N'importe quel ensemble d'objets physiques (d'événements) n’est pas, 
en effet, un objet physique (un événement). Une collection de collections 
de billes est une collection de billes ; une telle collection peut être consi- 
dérée comme un objet physique. L'ensemble des événements individuels 
survenus le 14 juillet 1789 à la Bastille est un événement. Mais l’ensemble 
des objets ferro-magnétiques n’est pas un objet physique, l’ensemble des 
éclipses de lune n’est pas un événement, parce qu’un objet physique doit 
pouvoir à tout moment être localisé dans une région de l’espace, et que 
tout événement doit être localisé dans une région de l’espace-temps. 

En outre, tout élément d’un objet physique ou d’un événement doit 
pouvoir, au moins par la pensée, être isolé de tous les autres éléments : 
on doit pouvoir, sans contradiction, supposer que tous les autres éléments 
disparaissent et que celui-là subsiste seul. Ces deux caractères excluent 
qu’un objet physique (ou un événement), considéré comme un ensemble, 
puisse se contenir lui-même comme élément. Dès lors, l’ensemble des 
objets physiques (des événements) qui ne se contiennent pas comme 
élément se confond avec l’ensemble de tous les objets physiques (de tous 
les événements) ; mais celui-ci n’est pas un objet physique (un événement), 
et il ne se contient donc pas comme élément, sans qu’il y ait à cela aucune 
contradiction. 

On peut, d’autre part, considérer qu’un ensemble abstrait ne relève 
des Mathématiques que s’il ne se contient pas comme élément (cette 
condition étant nécessaire, mais non suffisante), et que l’ensemble des 
ensembles mathématiques n’est pas un ensemble mathématique. Toute 
entité physique étant représentée par un être mathématique, on est 
certain de ne pas rencontrer l’inconcevable en Mathématiques, non plus 
qu’en Physique. 

Bornons-nous cependant à conclure que l’inconcevable ne saurait 
apparaître en Physique qu'aux lisières de la Métaphysique, et que l’on 
peut à tout le moins douter de son apparition, même à ces confins. 


CONCLUSION 


La Logique des Attitudes réalise la synthèse dont nous avions 
senti vivement le besoin à la fin de la deuxième partie de cette 
étude. Elle englobe la Logique trivalente de la Composition, et 
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permet même de saisir des nuances qui échappaient à celle-ci ; elle 
englobe la Logique trivalente de l’inconcevable (qui est la Logique 
de Me Paulette Février), et montre même qu'il n’est pas néces- 
saire de recourir à l’inconcevable pour rendre compte de la Méca- 
nique ondulatoire ; il ne semble jamais devoir jouer aucun rôle en 
Physique, sinon peut-être aux lisières de la Métaphysique. Elle 
fait apparaître ce qu’il y a d’abusif dans la position des intuition- 
nistes ; elle autorise les démonstrations par l’absurde, moyennant 
des précautions et sous des réserves dont la Logique classique ne 
s’affranchissait qu’en s’exposant aux antinomies. Excluant ces 
antinomies, elle permet l’extension complète de la notion d’en- 
semble, met en évidence la parenté intime de la Logique et de la 
Théorie des Ensembles, et se prête aussi bien à la description des 
phénomènes soumis au déterminisme qu’à celle des phénomènes 
livrés au hasard ou dirigés par une volonté libre. Bref, elle rem- 
plit, et au-delà, le programme que nous nous étions tracé: 

Mais si le but est atteint, un coup d’œil sur le chemin parcouru 
révèle un tracé paradoxal à deux égards. On avait pu se féliciter 
de voir que la Logique de l’inconcevable, édifiée à partir de consi- 
dérations purement abstraites, coïncidait avec la Logique de 
Mre Février, créée pour l’usage de la Physique moderne. Or, en 
englobant cette Logique dans la Logique des Attitudes, nous 
avons été amenés à constater que la troisième valeur ne jouait 
aucun rôle en Mécanique ondulatoire, et qu’elle n’en jouerait 
vraisemblablement jamais aucun, ni en Physique, ni en Mathé- 
matiques. Etait-il donc bien utile d'introduire cette troisième 
valeur ? 

D'autre part, nous avons voulu replacer l’homme dans le jeu, 
à tous ses instants. Cependant, nous avons admis pour axiome que, 
dans toute théorie, une proposition donnée nous obligeait fina- 
lement toujours à nous fixer dans une attitude bien déterminée ; 
cette attitude n’exprime-t-elle pas dès lors un caractère intrinsèque, 
propre, sinon à la proposition, du moins à ses rapports avec les 
axiomes de la théorie, et l’homme ne disparaît-il pas à la fin du 
jeu? 

Ces paradoxes apparents couvrent une même réalité profonde : 
le jeu n’a pas de fin, il n’y a pas d’instant où l’homme puisse s’en 
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retirer — et c’est précisément pour cela que nous trouvons dans 
la Logique des Attitudes (comme dans la Logique de la Composition) 
de quoi répondre aux difficultés de l’indéterminisme sans faire 
appel à l’inconcevable. Mais si nous sommes à peu près certains 
de ne jamais rencontrer celui-ci dans le concret, nous ne pouvons 
l'ignorer dans l’abstrait qu’en mutilant à la fois la Logique et la 
Théorie des Ensembles, au point que leurs rapports deviennent 
inintelligibles. 

Nous ne saurions atteindre le point d'achèvement où l'attitude 
serait fixée vis-à-vis de toutes les propositions d’une théorie qui 
porte sur des êtres en nombre infini; et nous en avons vu les 
conséquences en Physique, puisque c’est notre présence permanente 
dans le jeu qui nous a seule évité de faire intervenir l’inconcevable 
en Mécanique ondulatoire. 

Mais bien davantage : nous n’avons même pas le droit de poser 
l’existence d’un instant logique où notre attitude serait fixée vis- 
à-vis de toutes les propositions, tout au moins de certaines 
théories. 


Une définition très étroite de l’Arithmétique, qui exclurait tout 
recours à l'Analyse pour démontrer ses théorèmes, permettrait de faire 
correspondre à l’ensemble de ceux-ci un nombre cardinal transfini bien 
déterminé, et par conséquent aussi à l’ensemble de ses instants logiques. 
Il n’y aurait alors nulle contradiction à poser l’existence d’un instant 
logique nouveau, postérieur à tous les autres, où les attitudes seraient 
fixées vis-à-vis de toutes ces propositions ; car il n’y a pas contradiction 
à poser l’existence d’un nombre transfini supérieur à tous les nombres d’un 
ensemble dont la puissance est bien déterminée. 

Mais si l’on étudie la Logique, ou la Théorie des Ensembles qui fait 
corps avec elle, à quelque stade que l’on parvienne de leur développement, 
les connaissances acquises permettront toujours de définir des êtres 
nouveaux, dont l’étude fera encore partie de la théorie; et « toujours » 
s'entend ici au sens le plus général du transfini. Il y aurait donc la même 
contradiction à poser un instant où l’attitude serait fixée vis-à-vis de 
toutes les propositions de la Théorie des Ensembles (qui serait alors 
« terminée »), qu’à poser l’existence d’un nombre transfini supérieur à 
tous les autres. Non seulement, en fait, le jeu se poursuit toujours (au 
sens du temps physique), et nous y sommes toujours présents ; mais il y 
a contradiction à poser l'existence d’un instant logique où nous pourrions 
nous retirer du jeu, parce qu'il serait terminé. 
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Il n’est même pas possible de déclarer achevée une «partie » 
du jeu, clos un chapitre du livre ; car un chapitre ultérieur pourra 
nous apporter des connaissances nouvelles sur le sujet de ce 
chapitre que nous aurions déclaré clos. Le théorème de Fermat fait 
partie de l’Arithmétique, même en la définissant de la façon la 
plus étroite ; les résultats que nous possédons à son sujet ont été 
obtenus en utilisant les données de l’Analyse, et non les plus élé- 
mentaires, tant s’en faut. 

Non seulement l’homme est présent à tous les instants d’un 
effort que l’on n’a pas le droit de supposer jamais terminé; mais 
un détour du chemin peut nous ramener devant un champ que 
nous avons déjà labouré, pour en tirer par un labour nouveau 
une moisson nouvelle. 


La Logique des Attitudes laisse donc perpétuellement ouvert 
l'horizon d’une théorie quelconque. Mais elle-même, devons-nous 
la considérer comme un acquis définitif ? Est-elle à l’abri de toute 
revision ? 

Bien entendu, s’il faut un jour la reviser, c’est, ou bien parce 
que cette étude a négligé des points que la critique révélera (et 
nous sommes évidemment hors d'état d’en tenir compte ici), ou 
bien parce que des connaissances nouvelles ne pourront être coor- 
données en utilisant un langage soumis à cette Logique. Ce sont 
là des éventualités dont nous ne pouvons rien dire, sinon qu’il 
nous est interdit de les exclure. 


On peut cependant imaginer deux types de revisions possibles, et 
même leurs éventuelles justifications. La Logique des Attitudes pourrait 
admettre, on l’a vu, un nombre quelconque de valeurs. S'il arrivait qu’un 
jour des propositions inconcevables nous intéressent par elles-mêmes (et 
non simplement comme des périls à éviter), nous serions sans doute amenés 
à leur reconnaître des caractères positifs, tout au moins à certaines d’entre 
elles ; et cela pourrait nous amener à les classer en deux ou plusieurs 
catégories différentes (voire en nombre infini). La Logique des Attitudes 
se prêterait facilement à cette revision. 

Par ailleurs, nous avons limité à trois le nombre des déterminations 
possibles pour chacun des indices, et nous les avons arbitrairement 
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désignées par 1, —1, et 0; nous aurions aussi bien pu remplacer 1 par 
«un nombre positif arbitraire (ou indéterminé) » et —1 par «un nombre 
négatif arbitraire (ou indéterminé) ». 

Comme la puissance de l’ensemble de ces déterminations intervient 
seule, il revient alors au même de laisser chacun des indices varier par 
valeur entière de zéro à l'infini (si chacune des questions posées admet 
une infinité dénombrable de réponses) ; ou encore de le laisser varier de 
façon continue entre 0 et 1 (si elle en admet une infinité continue). 

Dans ce dernier cas, on pourrait dire que la valeur prise par un 
indice marque la vraisemblance de voir la proposition considérée prendre 
la « valeur » qui correspond à cet indice; et l’ignorance plus ou moins 
complète serait marquée par un indice plus ou moins complètement 
indéterminé dans cet intervalle. La Logique des Attitudes engloberaïit alors 
ce que nous avons appelé la Logique des Vraisemblances, et qui traduit 
simplement dans un autre langage le Calcul des Probabilités. Nous avons 
reconnu que, dans l’état actuel de nos connaissances, cette Logique cons- 
tituait un relais inutile, et ne méritait même pas, selon notre critère, le 
nom de Logique. Mais il n’est pas impossible qu’une connaissance plus 
étendue du monde physique la rende un jour utile, et qu’une réflexion plus 
profonde sur notre réflexion lui justifie un jour le nom de Logique. 


Nous ne savons pas si nous aurons un jour à reviser la Logique 
des Attitudes ; à supposer que ce jour doive venir, nous savons 
moins encore ce qui nous amènerait à la reviser, ni par conséquent 
comment nous la reviserions. Mais nous savons que ce jour peut 
venir ; est-il besoin de souligner que cette attitude vis-à-vis de la 
Logique est celle même que l’idonéisme nous invite à adopter 
vis-à-vis de toute connaissance ? Et ce chemin que nous venons de 
parcourir, de la Logique bivalente à la Logique des Attitudes, en 
passant par la Logique de la Composition et la Logique de l’incon- 
cevable — n’était-ce pas un voyage au pays même de l’idonéisme ? 


Summary 


À two-value Logic terms a phrase a « proposition » only when it may 
be taken as an (abstracted) object for speech: its characters must be 
compatible (it will be termed «conceivable»). Antinomies follow the 
disrespect of this rule; respecting it, one may extend to the utmost the 
set’s notion, and formulate the relation between Logic and Set’s Theory, 
as well as when using the « Logic of Composition » (Dialectica 35/36). But 
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there are now three classes of phrases : a three-value « Logic of inconceivable » 
is implicitly used, which concurs with Mme Février’s Logic, but cannot be 
reduced to the Logic of Composition. 

Two such Logics call for a synthesis—obtained by giving the Logicist 
his place between propositions : the instant varying, he does not, or does, 
know if it will be possible, or impossible, to agree, or to disagree, with a given 
proposition, or to find it inconceivable. Therefore a « Logic of Attitudes », 
covering every preceeding one (as well as the classical Logic), may be 
defined ; it rediscovers all their results ; furthermore, it sustains against 
Intuitionnists a new «Tertium non datur» which allows « Reductio ad 
absurdum ». The way to this Logic is a journey through Idoneism. 


+ 


PURE AND APPLIED SCIENCE 
AND THEIR APPROPRIATE FORMS OF ORGANIZATION 


by Michael PoLaNyr, Manchester (England) 


1. There is something slightly comic in the way a great revo- 
lution sends us all back to school, to spell out once more laboriously 
letter by letter the conceptions which we had mastered long before. 
Nothing could have appeared more obvious, and indeed more 
trivial, in the past than the difference between pure and applied 
science. It formed part of the general framework of science and 
technology which was unquestioningly embodied in a number of 
massive establishments, such as the universities and the technical 
colleges, the scientific and technical journals, the industrial labo- 
ratories and the operation of the patent law, in its many ramifi- 
cations. While such institutions were always under discussion in 
one way or another, nobody would have thought it worth while 
to question, or to justify, the fundamental intellectual distinctions 
on which they were based. 

2. All this has changed since the sudden rise around 1930 of 
the Neo-Marxian theory of science, which became within the 
subsequent decade the official doctrine of the U.S.S.R. and gained 
widespread influence outside it. It can be summed up as follows : 

a) Each step in the progress of science occurs in the response 
to practical needs. 

b) Hence there is no essential distinction between science and 
technology. 

c) Hence, further, all scientific research is to be organized in 
the direct service of industrial or other practical aims. 

d) And finally all research (whether scientific or technical) must 
be directed centrally as part of the process of economic planning. 

3. I regard each of these statements as absurd and the inferences 
drawn from each stage to the next as fallacious. But instead of 
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refuting these statements one by one, I shall try to outline the 
actual relation of science and technology and the rational methods 
for cultivating them. 

4. The difference between science and technology is broadly 
the same as found between observation and invention. This 
difference is recognized by law: invention may be patented, 
observations not. Empirical science is based on observation, 
while technology is a collection of inventions. 

Technology devises the means for the achievement of certain 
ends and such a process is rational only if it is economic. The 
ingenuity of a technical process is an intellectual joy, but does not 
by itself make it valid as technology. No amount of ingenuity 
will technically justify a process for extracting tap-water from 
champagne. Correspondingly, any invention can be rendered 
worthless and indeed farcical by a radical change in the values 
of the means used up and the ends produced by it. If the price 
of all fuels went up hundredfold all steam engines, gas turbines, 
motor cars and aeroplanes would have to be thrown on the junk 
heap. 

By contrast, the validity of a scientific observation cannot be 
affected by changes in values. If diamonds became as cheap as 
salt is today and salt as precious as diamonds are now, this would 
not invalidate any part of the physics and chemistry of diamonds 
or of salt. If either of the two minerals became so rare as to be 
practically inaccessible, this might affect the interest attached to 
their study, but it would leave unimpaired the validity of its 
results. Here we have a sharp test for discriminating the prin- 
ciples of science from those of technology. 

o. Not all empirical knowledge forms part of science: the 
contents of a telephone directory for example do not. The scien- 
tific value of a piece of knowledge is determined by three factors : 

a) its reliability, b) its systematic significance and c) the 
intrinsic interest of its subject matter. 

The second and third of these points call for comment. A 
discovery is interesting to science only if it has a bearing on the 
existing system of science. The system of science to which this 
criterion refers cannot be defined in abstract terms but only 
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recognized by a study of science. In this respect science is like 
music or religion which can be recognized only by applying oneself 
to them. The fact that the intrinsic interest of a subject matter 
adds to the scientific interest of its study has already been adum- 
brated in the previous section. The reason that human anatomy 
is studied more extensively than that of the cat is obviously that 
man is intrinsically more interesting than are cats. The example 
shows also how closely the practical and the contemplative interest 
are often interwoven. 

6. Only a part of technology is applied science. The older 
craîfts which still form the majority of modern industries have been 
invented without the aid of science, by mere trial and error. By 
contrast, we have in electrotechnics and other parts of engineering 
important achievements derived from the application of pure 
science to practical problems. 

To the extent to which a technical process is an application of 
existing scientific knowledge it contributes nothing to science. 
Empirical technology on the other hand can be an important source 
of information, worthy of scientific study. 

7. While empirical technology is necessarily unsystematic, a 
technology founded on an application of science may form a system 
of its own. ÉElectrotechnics and the theory of Elasticity are 
examples of systematic technology. These branches of technology 
can be cultivated systematically in the same way as a pure science, 
but they might yet lose all interest and fall into oblivion if a 
radical change of economic relationships would destroy their 
practical usefulness. 

Conversely, it may happen that some parts of pure science offer 
so exceptionally ample sources of technically useful information 
that they are thought worth cultivating, though they would 
otherwise lack sufficient scientific interest. The scientific study 
of coal, metals, wool, cotton, etc. are branches of such fechnically 
justified science. 

Systematic technology and technically justified science are two 
fields of study lying between pure science and pure technology. 

8. We can gain a fairly precise conception of the proper organi- 
zation required for carrying out the tasks of science and technology, 
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as well as of the intermediate fields of enquiry that lie between 
them, by accepting the following administrative principles as our 
starting point : 

a) There exist certain tasks which are wholes in the sense that 
they can be properly performed only by one person placed in 
charge of the task. 

b) A task which is a proper whole may include a sub-task 
which is a detail of it and is in its turn a proper whole. Such a 
detail may be delegated to an assistant who will be responsible 
to a superior in charge of the comprehensive task. 

c) The performance of a task usually requires certain resources 
which must be placed at the disposal of a person undertaking the task. 

d) Such a person must know by what fesis his performance 
will be acknowledged, and 

e) What rewards he may expect if he is successful, or what 
penalties he will incur if unsuccessful. 

9. This scheme offers scope for two kinds of full time tasks, 
namely those carried out at the direction of a superior and those 
performed at the own initiative of the person in charge of the 
task. The former are subordinate tasks, the latter are independent 
tasks. The difference between the two is admittedly a matter of 
degree, in the sense that subordinates will always be given some 
scope for their initiative, while on the other hand every profession, 
trade or art will impose by its very nature some limits on choices 
entering into its practice even in an independent position. But 
the difference in the degree of initiative exercised in the perfor- 
mance of the two types of tasks is so great as to make it a matter 
of principle. The more so, since the two kind of tasks, though 
not separated by any sharp boundary, form two strikingly different 
groups ; intermediate cases being comparatively rare and usually 
transitory. 

10. À subordinate must have a superior who in his turn may 
have yet another superior above him. A whole line of such 
successive stages of authority may exist, but the line must even- 
tually end in an ultimate superior whose task is necessarily of an 
independent character. All subordinate tasks represent therefore 
details of an independent task. 
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11. Insofar as all tasks can be classed into subordinate and inde- 
pendent tasks we can also distinguish two kinds of ordering principles 
by which the relations of persons engaged in these two kinds of tasks 
are adjusted to each other. The tasks currently assigned to subor- 
dinates by a common superior are currently coordinated by the supe- 
rior. When this process extends over a number of levels they 
constitute a pyramid of authority culminating in one supreme master. 

The authority which descends by delegation from a supreme 
master along the lines of a pyramid to his subordinates supplies 
these with powers over the means required for the tasks assigned 
to them (including powers to delegate details of these tasks to 
further subordinates below them), while the same lines are also 
used by those higher up for receiving reports from their subordinates 
and for granting them rewards or imposing penalties on them 
according to their merits. This authority establishes the ordering 
principle by which the activities of individuals are kept in coherent 
progress within a corporate body. We may call this the principle 
of corporate order. 

12. The other ordering principle is much more elusive. So 
elusivé, that Adam Smith who first made clear its operations in 
respect to commercial activities has called it an «invisible hand ». 
The difficulty of appreciating its functions has been a constant 
menace for the maintenance of a free society ; it has lent plausi- 
bility to the aspirations for directing industrial production cen- 
trally without the use of the market and also to the closely allied 
demands for the central direction of all scientific research. 

Since the market is an embodiment of this ordering principle 
we may derive its general characteristics from the operations of a 
system of free enterprise. Only the most elementary facts of 
such a system need be considered here. 

The manager of each enterprise uses his capital for making a 
profit by producing goods which will sell for more than they have 
cost to produce. At any particular moment a certain amount of 
capital is fixed in the form of industrial plant, harbours, roads, 
railways, agricultural land, and in a given assortment of workmen's 
skills and business experience. Managers in charge of each 
productive centre will have to make the best of a set of such 
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relatively fixed means at their disposal. Within these limitations 
the managers of each firm must choose what to produce, in what 
quantities and by what process. 

This choice is much wider than that normally open to a subor- 
dinate ; it represents an independent task. The rightness of this 
choice and the manager’s performance in carrying it out are tested, 
and rewarded or penalized, by his success or failure in making 
profits. For the simplified model of a system of free enterprise 
which we have in mind here, economic theory can prove that 
those choices and performances of the manager which will be most 
profitable for his firm will also make the greatest possible addition 
to the total wealth of the community served by the same market. 
The market represents therefore a common medium through which the 
independent tasks of the managers are spontaneously co-ordinated. 

Operations in a market are ruled by prices, which lay down 
the universally agreed rates at which every kind of things may be 
reasonably exchanged against another. A system of prices thus 
establishes a set of universal standards guiding all commercial 
activities within the area of the market. And since any single 
commercial activity also appropriately reacts in return on all 
prices, prices may be regarded as the intermediaries by which 
independent tasks mutually adjust each other to the common 
advantage of the whole community. 

We have here a characteristic feature of the spontaneous order 
established by the mutual adjustment of independent enterprises. 
It consists in an agreed public appreciation of alternative acts 
which guides each single independent task and which in return is 
rationally affected by the accomplishment of each such task. In 
commercial life these mediators of mutual adjustment are prices ; 
the mutual adjustment of other independent tasks is accomplished 
by other kind of mediators. 

13. The establishment of spontaneous order within a system 
of independent tasks may be regarded as the joint task of the 
whole system. It is demonstrably impossible to carry out such 
an essentially polycentric task by directions issued at one centre. 
The reason is essentially this : if the number of centres adjusted 
to each other is n, the number of relations adjusted by spontaneous 
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coordination is of the order of n?, while the number of relations 
that can be adjusted between n subordinates is only of the order 
of n. Hence centralization would slow down the performance 
practically to a standstill 1, 

14. There are many independent tasks which have no bearing 
on each other. Whatever Robinson Crusoe did left other solitary 
settlers on other islands unaffected. Independent tasks are neces- 
sarily uncoordinated unless there exists some suitable mediator of 
mutual adjustment which brings them to bear upon each other. 
Such tasks are privale activities in contrast to independent public 
activities. Totalitarianism does not object on principle to private 
liberty, but fundamentally denies all scope to public liberties. 

15. À technological advance is a) a commercial enterprise or 
b) part of a commercial enterprise. a) The inventor developing a 
new technical process or device, whether by his own means or by 
borrowed capital, undertakes an essentially independent task 
which he must perform to the satisfaction of the market. By 
keeping his activities aimed at the greatest profit these remain 
spontaneously coordinated to the similar activities of all other 
productive units within the same market. Larger firms may have 
a certain number of independent inventors in their pay whom 
they subsidize virtually in the same way as a capitalist financing 
an inventor; such an employee is in effect not a subordinate of 
the firm in respect to such functions. 

b) But there are also a large number of subordinate tasks for 
technologists in a large firm. Technical improvements within an 
enterprise usually have repercussions through all its departments. 
An employee undertaking to develop some technical improvement 
should therefore acknowledge that his task is a detail within a 
whole for which the manager of the business carries the ultimate 
responsibility. It follows that the business policies adopted by 
the general manager (in consultation with the research director 
and the heads of other departments) should be accepted by the 
research director and transposed by him into a research programme 
which closely restricts or altogether determines the tasks of each 


1 The manageability of social tasks has been analysed in these terms at 
some length in my book The Logic of Liberty London, 1951, p. 154-200. 
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member of the research laboratory. The same administrative 
machinery will have also to decide on the value of the results 
obtained and the rewards or penalties they may deserve. 

Improvements in the technique of war, road building, sewerage, 
or any other public services fall into the same class. While there 
is room here too for the independent inventor, who should be 
treated as such, there are a great many technological tasks which 
are details of the more comprehensive task for which the head of 
the public service is ultimately responsible. These tasks must be 
undertaken by technologists working as subordinates. 

16. The principles for the proper organization of research in 
pure science are determined by the distinctive characteristics of 
pure science. The undertaking and conduct of scientific research 
must be guided by a proper appreciation of its results—or 
expected results—in terms of their scientific value. 

In view of the systematic nature of science it might be thought 
possible that scientists be organized as the subordinates of an 
authority centrally directing the completion of this system ; each 
scientist being assigned the task of filling in one particular gap in 
the system. Tasks of this kind do in fact arise in the course of 
a process of surveying, but they are regarded as mere routine 
investigations, having little scientific value. 

AIl real scientific discovery must show originality : it must 
expand the system of science in an unexpected way. The origina- 
lity of an idea implies that the idea did not exist before it occurred 
to the person whose idea it is and could therefore not have been 
assigned to him by another person acting as his superior. This 
makes all scientific discovery an essentially independent task. 

17. Since the same argument would hold for painters and 
novelists it clearly does not tell us why scientists should not be 
expected to prove the success of their work by the sales of their 
product, as painters and novelists do. The reason lies essentially 
in the fact that the knowledge of a scientific discovery readily 
spreads by word of mouth, without the handing over of any 
material object, the price of which might yield a return to the 
discoverer. Scientific research must therefore rely for financial 
support on public subsidies. 
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18. In order to be effective in advancing science as a whole, 
the individual independent research tasks must be coordinated, and 
in view of the independent character of the tasks, coordination 
must be spontaneous, occuring through a common medium, which 
will fulfil here the same function as does the market for a system 
of free enterprise. This medium will consist in the immediate 
publicity given to the results of research in combination with the 
public assessment of their scientific value by the consensus of 
scientific opinion. The rewards offered by the scientific world 
for valuable discoveries to those who first publicly claim them, 
and the penalties which it imposes on those who make mistaken 
claims, keep the work of scientists keyed up and disciplined, as 
the businessman’s work is by the competitive pursuit of profits. 
Moreover, the medium of publicity and public valuation secures 
the best possible allocation of each man's talent and equipment to 
the advancement of science as a whole. For it offers to the 
scientist all the public information that may be relevant to his 
choice of problem which he may combine with the largely incom- 
municable private knowledge of his own faculties ; and as a decisive 
advantage,-it offers him the possibility for specialization in one 
field of enquiry of which he thus becomes the unrivalled master. 
A scientist who lacks the penetration and originality for achieving 
such local superiority is not qualified for an independent academic 
post, and should not be given one. 

19. The aggregate of independent research activities, guided 
by the same medium of scientific publicity and scientific opinion, 
can thus be seen to represent a polycentric system of mutual 
coordination which as such cannot possibly be directed by any 
single central authority. (See 13 above.) 

20. Public subsidies are not offered to individual scientists as 
such but to scientists as members of a system of spontaneous 
coordination operating under the control of scientific opinion. 
The use of this framework for the distribution of subsidies offers 
safeguards both to the taxpayer that his money will be spent to 
the maximum advantage and to the scientist that his independence 
will not be interfered with by the manner of allocating subsidies. 
When operating within this framework the function of the public 
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authorities will consist simply in supplying scientists whose work 
is appreciated by scientific opinion the means for pursuing their 
own interests in science, preference being always given to those 
having greater prestige in science. 

21. Important exceptions to this principle will have to be made 
for the study of technologically justified branches of science. 
Scientific enquiries that are undertaken in order to gain information 
that is likely to interest particular branches of industry or a parti- 
cular public service cannot claim the same scientific value as 
those which appeal to scientific opinion as a whole. But they 
may be cultivated in spite of this, under the auspices and at the 
expense of the special interests served by the enquiry, and this is 
indeed desirable, so long as it does not drain away too much 
talent from the pursuit of universally interesting scientific enquiries. 
We should also guard against allowing the proper appreciation of 
pure science as cultivated on its own grounds to be called in 
doubt by the rival claims of studies having greater practical value. 

22. The structure of systematic technology which comprises a 
large part of engineering is essentially similar to that of pure 
science and its advances consist, like those of pure science, in the 
expansion of a system of knowledge by a series of original contri- 
butions. These branches of study must therefore be organized 
like the advancement of pure science. Opportunities must be 
offered for independent workers, who will publish their results 
and submit them to expert opinion for appreciation and guidance. 
But systematic technology remains valid only so long as its 
principles are useful. Expert opinion must constantly keep itself 
informed of economic changes which may affect the usefulness of 
these principles. In view of this possibility, the scientific value 
of systematic technology is much less stable than that of pure 
science, the appreciation of which cannot be profoundly affected 
by economic fluctuations. Our justifiable interest in systematic 
technology should never make us lose sight of the higher level of 
universality possessed by the system of pure science. 

23. The justification given here for the freedom in science 
makes no appeal to the sanctity of the individual. Nor could it 
do so without implying the absurd inference that the individuality 
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of the technologist who must perform his task as a subordinate is 
less sacred than that of the scientist. 

Yet the sanctity of the individual is not altogether irrelevant 
to freedom as conceived by me. While academic freedom has so 
far admittedly been regarded here only as an organizing principle, 
which achieves the greatest possible advancement of science by 
the spontaneous coordination of the independent efforts of indi- 
vidual scientists, the deeper roots of this performance bring us 
back to the appreciation of freedom as an ideal in itself. For the 
self-coordination of an aggregate of discoveries pursued by inde- 
pendent individuals is possible only if there exists a hidden system 
of yet undiscovered knowledge to which each individual has direct 
personal access, and therefore, when the State establishes insti- 
tutions for the cultivation of science it recognizes a realm of 
independent ideas and independent men. It admits that the 
requirements of this realm may demand consideration on an equal 
footing with the political and material interests of society guarded 
by the State. And by recognizing this realm as true and paying 
respect to its intellectual glory the State accepts also the obligation 
to cultivate its advancement under the guidance of its own inofti- 
cially established government of leading scientific experts. 

Indeed, academic freedom, conceived as a principle for the effi- 
cient organization of the advancement of science, fully upholds by 
implication the rights of independent thought. It gives these rights 
a precise meaning and states the metaphysical assumptions which 
are both necessary and sufficient for upholding these rights. This 
appears to me as a considerable advantage over the demands for 
freedom based primarily on the natural rights of the individual. 
These vague formulae, which can so easily be involved in self- 
contradiction, were sufficient in an age in which liberalism had to face 
only the opposition of the churches and of oppressive monarchies. 
Liberty which has to be defended and re-established today in the face 
of a far more penetrating and comprehensive critique of its founda- 
tions, must be formulated in more concreteterms. Its claims must be 
restricted and at the same time preciselysharpenedagainstopponents 
incomparably more formidable than those against which liberty 
achieved its first victories at an earlier stage of European civilization. 
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Summary 


There are two fundamentally different ways by which the full-time 
activities of a number of individuals can be co-ordinated ; namely (1) by 
subordination to a common corporate authority, (2) by mutual adjustment. 
Original contributions to pure science can be co-ordinated only by the 
latter method: each mature scientist must be given the opportunity to 
adjust his projects to the results freely communicated to him by all the 
others. Original work in technology will normally be carried out less 
freely, for it forms part of an industrial process for which the manager of 
the business carries ultimate responsibility. There are a number of inter- 
mediate cases to which intermediate solutions apply. 
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Some critical Notes on the fundamental Relationship between Philosophy and Psychology 
with special reference to certain metaphysical implications 


by + Joachim Werner Conway, B. A. London 


Un résumé de cet article a paru dans les Actes du Congrès International 
de Philosophie des Sciences de Zurich, 1954 (Editions du Griffon, Neuchâtel). 
Il nous a paru utile de le publier intégralement, bien que les conclusions 
auxquelles il aboutit diffèrent de celles auxquelles conduirait une théorie 
ouverte de la connaissance. 


This paper will be concerned with fundamental questions 
concerning the relationship obtaining between Philosophy and 
Psychology. But it will be necessary from the onset, to put 
further considerable limitations on the scope of this paper. 

Indeed, I shall be mainly concerned with neo-positivism and 
Psychology, whereby « Neopositivism » will apply to the « Viennese 
school » and its Anglo-Saxon positivist friends whose entire outlook 
has been very largely determined by Frege and Wittgenstein. 
I name Bertrand Russell, John Wisdom, Professor Ayer and 
Gilbert Ryle as just a few leading personalities. Professor 
A. C. Mace, Head of the Department of Psychology of Birkbeck 
College in the University of London must not be omitted. 

A very brief restatement of the fundamental issue will suffice. 
Kant’s problem was: How is natural science possible ?—What 
can we know? What do we mean by saying that we do know? 
—He believed to have discovered two fundamentally different 
kinds of knowing, to wit « assertoric » and « apodictic knowledge ». 
The latter contains assertions of a kind that « cannot be thought 
of otherwise », the former of the type of « probability », yet such 
that it « might have been otherwise ». 

Is there any connection between the logico-mathematical 
universe of apodicticity and the empirical world to be described 
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in a system of assertoric statements? According to Kant, there 
is such a connection. Issuing from the old problem (Locke) as to 
whether a rose is really pink or only appears pink to human 
perception, or whether a rose does really smell or only appears to 
smell to the human nose, the question had necessarily to be 
asked as to whether objects are really spatio-temporal or whether 
«space and time» were « forms of perception a priori». If the 
latter were true, the very assertion of such a priori excluded 
methodologically any proof connected with assertions a posteriori, 
id est « empirical » assertions. 

Consequently the quite natural suggestion that Time and Space 
were «innate ideas » had to be excluded. Kant saw this very 
clearly. Hence his problems were now clearly determined : 

There is a fundamental determination of perceiving and 
thinking a priori. Far from «proving» such a priorism from 
«experience », this apriorism made experience « possible », i. e. 
without it experience would not be possible. But experience is 
possible, hence apriorism is established. 

What remained, was to reduce apodictic assertions to the 
realm of the a priori, and assertoric assertions to the realm of the 
« Empirical ». Space and Time, «independent of experience », 
yield Geometry and Algebra, whilst the categories yield concepts 
a priori of properties and relations. 

Statements a prioriare thus «denknotwendig», butempty. State- 
ments a posteriori are about facts that might have been otherwise. 

Since human knowledge is inevitably bound up with its cha- 
racteristic forms of perception and categories of thought, empirical 
knowledge is about facts as they « appear », not about facts as they 
might be «in themselves ». Our knowledge is about what seems, 
not about what is Knowledge «a posteriori needs empirical 
verification, knowledge a priori is, fundamentally, self-evident. 

There are certain other questions that deeply concern the 
human mind. They transcend human experience. They wish to 
assert «existence », yet they cannot attain empirical verification. 
They employ aprioristic concepts and properties not, as they are 
« meant » to be employed for the exploration of « empirical reality », 
but for the exploration and, indeed, the assertion of the existence 
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of what « transcends » empirical reality, namely God, Freedom and 
Immortality. And since they employ apriorism only, they cannot 
give us knowledge of existence, just as, on the other hand, a 
posteriori verification is intrinsically impossible. 

Kant thus can only admit them as « postulates ». It is obvious 
that the post-Kantian philosophers would discover the absurdity 
of such «metaphysical postulates » and so try to clarify and 
simplify the issue. 

The result has been the distinction between 

a) purely logical statements a priori, and «meaningful » 
assertions and 

b) between what «is » and what « seems ». 

a) Wittgenstein’s fundamental assertion is: Logico-mathema- 
tical truths are «about » nothing: they are a priori. They are 
either true under all conditions (unconditionally true), i. e. 
« tautological » or false under all conditions (unconditionally false), 
i. e. contradictory. 

Assertions about facts are true (false) under certain conditions 
(conditionally T. F.). 

The relationship between statements and facts is one of des- 
criptive coordination : they are pictures that must have something 
in common with the pictured, i.e. with what is depicted. Whether 
the picture is true or false, depends on verifiability and verification. 

Statements that seem to be about facts, but, in fact, are not, 
are meaningless («pseudo-objective ») statements. Statements, 
too, are facts. 

b) Is there any point at all in distinguishing between what «is » 
and what «seems»? John Wisdom in his presidential address to 
the Aristotelian Society (November 1950) on « Metaphysics » claims 
that the distinction is a « paradoxon » of the Type (1) : Is a game 
of chess in which the Knight cannot jump, a game of chess? Or: 
Is there a human being that is really good? For either (IIa): 
Somebody might assert : there has never been in the whole course 
of history a human being that was truly good, or (IIb) : Somebody 
who is «good» must have at least thought of the opposite to 
«good », namely «bad » and so he must have at least thought of 
«bad »: Hence human beïings cannot be good. 
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I have tried to show (Downside Review, Spring 1954) that 
(Ila) is a problem concerning the definition of a certain calculus, 
and that (IIb) concerns the distinction between «something that 
has the property ‘ and” the property that something has (or has 
not) ». 

What has all this to do with Psychology? I shall try to show 
that the preliminary exposition is relevant to the problem. 

Kant’s problem is still with us: Wittgenstein in his Logische 
Untersuchungen has gone back all the way. If we accept the 
distinction between «thing on itself » 1. e. «is » and « appearance » 
i. e. « seems », we might also accept the distinction between the 
(A) «intelligible » and (B) « empirical subject ». Which of the two 
can possibly be the object matter of a Science of Psychology ? 
Obviously only the «empirical subject ». What are the requi- 
rements of such a science? Clearly, the requirements will be the 
same as those that hold for any empirical science. We wish to 
build up a system of descriptions coordinated to a certain field of 
observable and verifiable facts, to wit human emotions, volitions, 
perceptions, etc., qua facts. In how far are these « acts » obser- 
vable and verifiable ? 

A. We shall have to exclude « metaphysical » concepts, i. e. 
assertions about the existence of non-verifiables, as: conscious- 
ness, soul, animus and anima, awareness, psyche, call it what you like. 

Furthermore, we have to exclude introspection. This latter 
offers a problem: we «know » introspectively that any act, if 
introspected, changes through introspection. Thus, if I introspect 
my enjoyment of, say, Mozart’s Clarinet-Concerto, the introspected 
enjoyment is not just my enjoyment plus my introspection, but 
my enjoyment turns into « introspected enjoyment ». We discover 
a psychological uncertainty-principle: just as certain minute 
objects of measurement are directly affected by being-measured, 
so that what is introspected, changes by being introspected. 
What makes things worse is that these assertions about intro- 
spection are introspective themselves and so lack any verifiable 
force. In other words, the assertion of the unsuitability of intro- 
spection is, itself, unsuited, because it is based on introspection. 

Furthermore, any, «events » of a psychological nature, remain 
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the individual’s completely «private data ». The argument that, 
if I could connect John Smith’s brain with mine, I could directly 
observe John Smith’s private data (so making them « public ») is 
absurd on two counts. 

1. John Smith’s private data would simply become my private 
data, too, and so his private data would not become public data 
to myself, and, 

2. the assertion that some event might become verifiable, is 
not in itself a verifiable assertion. 

What is left to us, would be a radical behaviourist approach to 
Psychology. I am prepared to embark on the contention that 
Psychology as a Science must either be behaviouristic, or it cannot 
be a Science at all. 

B. The impossibility of establishing a Science of Psychology 
other than on Behaviouristic Principles, poses this question : but 
I (and you) have my private data. To myself this is a fact, and 
so it is to yourself. But you can’t verify mine, and I can’t verify 
yours. So we assert the occurrence of Non-verifiables. And while 
this does not impair the behaviouristic argument of a Science of 
Psychology, it poses a problem to the Philosopher. 

Indeed it is here that Psychology ends and Philosophy begins. 

_ Although you cannot « know » (scientifically) my private data, 
I still experience them. And though your private data cannot 
provide an argument to an existential propositional function, you 
still will assert your « private data » which, if asserted, I am free to 
believe or disbelieve. 

If we said that the assertion of the existence of Non-verifiables 
is a metaphysical assertion, then we are confronted here with a 
metaphysical problem. And we may say already at this point: 
“in so far as we admit each other’s private data, we do admit the 
existence of non-verifiables and therewith, we do admit a realm 
of meta-physical occurrence, unsuited as object matter of a 
Science of Psychology. 

If we now made a radical assumption to the effect that every 
occurrence or event, is an occurrence in space-time, as it must be, 
if it is to provide the subject-matter of a Science, we may discover 
the very root of the psychology-dilemma. 
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This assumption, as « working hypothesis », would exclude any 
metaphysical subject-matter. Yet, as we shall see, this very 
hypothesis leads us directly into a metaphysical controversy. 

Employing the Behaviouristic Concepts of Stimulus, Response 
and Differential Reaction, we state : any event (psychic) is a (1) 
Reaction to a stimulus, or (2) conversely a stimulus to a Reaction. 

1. The stimulus must have preceded the reaction in time, 
however small. The stimulus is in Space-Interval to the 
Reaction. Hence, no stimulus i. e. nothing is verifiable co- 
present to myself. 

Furthermore : Not even I myself am verifiably co-present to 
myself. The present is not «experienced »: it is the point to 
which all that is « part », converges. The present is inferred, not 
experienced. (We raise a question of principle. It is, of course, 
perfectly true that, say, Psychoanalysis proceeds on its way, quite 
unconcerned about philosophical and methodological questions. 
It all depends on what we mean by « Science ». The problem of 
any kind of «individual » psychology has much in common with 
that of History as a Science. But the crux of verifiability remains.) 
In other words, it does not «exist». If by exist we mean, can 
be verified through our sensorium. Yet, I infer that, if the present 
did not exist, the past wouldn’t exist either, which is absurd. 

2. If something non-verifiable in myself is the stimulus, it is in 
time-interval to what exists, i. e. will respond to it. It is non- 
verifiable, too. 

Lastly, as a hint only which cannot be pursued here I should 
wish to add: if whatever we can talk about is an event in space- 
time (including our «talking about »), the a priori—a posteriori — 
distinction disappears. Logic and Mathematics is «apodictic » 
not because it is a priori, but for reasons that require investigation. 
This opens up very fundamental problems. 


CONCLUSION 


As foreshadowed by Kant, Psychology as a Science of the 
empirical subject is linked up with the « Psychology of the intelli- 
gible subject ». And the Psychology of the intelligible subject is, 
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indeed, not a Psychology that can be a Science of Psychology. 
It should be said in this context that, historically, this has been 
the chain of events in Philosophy, namely: The «intelligible 
Subject » became, in Schopenhauer’s treatment, a kind of meta- 
psychological subject of « will». The meta-psychological turn of 
the meta-physical subject then led into the assumption of the meta- 
conscious, i. €. { unConsCious ». 

So it reinforced the trend towards Psycho-analysis on the one 
hand, and the intro-spective analysis of the formal properties of 
«acts », intentional, attentional and retentional, i. e. Phenome- 
nology, on the other. 

This in turn, raised the problem of the distinction between 
Philosophy and Psychology. 

Yet, the « metaphysical subject » defies scientific treatment, in 
the strict sense of «science». What was inevitable, then happened : 
Philosophy (Phenomenology) became singly a generalized Psycho- 
logy. And is not Philosophy. Just as in another sphere, gene- 
ralized Arithmetic is not Algebra. The mere substitution of the 
integer 1, 2, 3 … n, by x, y, zx" does not yield Algebra, but 
only a generalized Arithmetics. 

And so I restate that any Psychology of the «intelligible 
Subject »is impossible. We enter, indeed, the realm of Philosophy : 
and it appears to me that Philosophy is, so defined, not a Science, 
but a non-verifiable, yet experienced activity of an epistemological 
and, inevitably metaphysical pursuit. It is the purest poetical 
Activity imaginable. What it says may well be true : but Science 
requires objective knowledge: the knower must not enter the 
known. 

And where the knower is what we want to know, we have 
reached the boundary of Scientific knowledge. 

I should wish to conclude with a modification of a famous 
statement by Wittgenstein. 

Not how we know, but that we Know, is the Mystical. 


FÜR UND GEGEN DEN PLATONISMUS IN DER MATHEMATIK. 
EIN GEDANKENAUSTAUSCH 


DER PLATONISCHE STANDPUNKT 
IN DER MATHEMATIK 


von P. FINSLER, Zürich 


Einem Vertreter der klassischen Mathematik, Herrn R. Nevanlinna, 
zum 60. Geburtstag gewidmet. 


In den interessanten Ausführungen des Herrn A. Wittenberg 
« Über adäquate Problemstellung in der mathematischen Grund- 
lagenforschung » (Dialectica 27) und in der daran anschliessenden 
Diskussion (Dialectica 30) wird in klarer Weise eine bestimmte 
Auffassung der Mathematik beschrieben, die als naiver oder 
unbedenklicher Platonismus, als inhaltliche oder theologische, als 
platonistische oder klassische Auffassung und bei E. Specker 
(Dialectica 31) als «an-sich »-Auffassung bezeichnet wird. So 
heisst es zum Beispiel in der Antwort des Herrn Wittenberg, dass 
diese klassische Auffassung wesentlich die Meinung umfasst, « dass 
diese Konzeption objektive Verhältnisse erfasst, dass sie selber 
einen Sachverhalt schildert, der als solcher unserer Verfügungs- 
gewalt entzogen bleibt ». Dieser « platonische Standpunkt » wird 
aber, wenn auch mit Bedauern, abgelehnt. Weshalb? In erster 
Linie wegen der Antinomien l° 

Muss man sich also immer noch durch die Antinomien ins 
Bockshorn jagen lassen ? Glaubt man immer noch an Gespenster ? 
Glaubt man immer noch, dass irgendwo ein Widerspruch heraus- 
kommen kônnte, wo man ihn nicht hineingelegt hat? Wenn tat- 
sächlich die Antinomien die platonistische Auffassung unmôglich 
machen würden, dann müsste man doch wenigstens eine einzige 
Antinomie angeben kônnen, die sich bei dieser Auffassung nicht 
in vernünftiger Weise erklären liesse. Welche Antinomie ist das ? 
Eine genaue und begründete Antwort auf diese Frage würde mich 
sehr interessieren ; es ist mir nämlich seit Jahrzehnten keine solche 

Antinomie bekannt. 


DER PLATONISCHE STANDPUNKT IN DER MATHEMATIK 251 


Herr Bernays bezeichnet allerdings die Frage, inwieweit sich 
die mengentheoretischen Antinomien aus dem Platonismus als 
notwendig ergeben, als sehr prekär und hält es für wahrscheinlich, 
dass eine revidierte Form der platonistischen Auffassung gewonnen 
werden kann, die nicht zu den Antinomien führt. Dabei braucht 
man aber wohl nicht an eine so « ausserordentlich radikale Revision » 
dieser Auffassung zu denken, wie es Herr Wittenberg in seiner 
Antwort tut, und meines Erachtens braucht man diese revidierte 
Form auch gar nicht erst zu suchen, sie ergibt sich vielmehr in 
sehr einfacher Weise. Zu glauben, dass viele Mengen immer gleich 
einer Menge sein oder wenigstens immer eine Menge bilden müssten, 
das ist doch die einzige Naïivität, die man ablegen muss, um den 
«naiven » Platonismus zu einem vernünftigen zu machen. Wenn 
man einfach viele Dinge unbedenklich als ein Ding betrachtet, so 
braucht man sich nicht zu wundern, wenn sich daraus weitere 
Widersprüche herleiten lassen, denn es ist ein wesentlicher Unter- 
schied, ob eine Menge viele Elemente enthält oder nur eines. Aber 
auch die Annahme, dass es zu vielen Mengen immer eine Menge 
geben müsse, die gerade sie als Elemente enthält, ist, wie Beispiele 
zeigen, objektiv falsch ; sie muss aber auch durch eine platonische 
Auffassung Keineswegs gefordert werden. Die Verhältnisse sind 
eben in der Mengenlehre tatsächlich so, dass diese Annahme nicht 
erfüllt ist, und es gibt keïinen triftigen Grund, trotzdem an dieser 
Annahme festzuhalten. 

Den kritischen Bemerkungen des Herrn Wittenberg stimme ich 
sonst im ganzen durchaus zu und môchte nur der Deutlichkeït 
halber einige Punkte erwähnen, wo sich Abweichungen ergeben. 

So wird man nach dem eben Ausgeführten nicht sagen kônnen, 
dass sich die Antinomien «als unausweichliche Folge aus dem 
angeführten naiv-platonischen Standpunkte » ergaben; es sollte 
wohl heissen, « als scheinbar unausweichliche Folge ». Weiter ist die 
Behauptung, dass es zwar die Menge der Zahlen der zweiten 
(transfiniten) Zahlklasse gibt, aber nicht die Menge aller trans- 
finiten Ordinalzahlen, ebensowenig dogmatischen Charakters wie 
die Behauptung, dass 17 eine Primzahl ist und 15 nicht. Es sind 
dies einfach Tatsachen. Dass man diese Tatsachen im einen Fall 
weniger leicht einsehen kann als im andern, spielt dabei keine 
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Rolle. Wenn es richtig wäre, dass wir über keinerlei Kriterien für 
eine Beantwortung solcher Fragen verfügen, wie kommt es dann, 
dass dies nicht für die ganze Mengenlehre gilt, dass nicht in der 
ganzen Mengenlehre eine vollkommene Anarchie herrscht? Wie 
kommt es, dass auch derjenige Theorie der transfiniten Ordinal- 
zahlen treiben kann, der von der Nichtexistenz des Aktualunend- 
lichen überzeugt ist? Blosse Konstruierbarkeitskriterien reichen 
für die Mengenlehre nicht aus; zudem kônnen Konstruktions- 
vorschriften unausführbar werden und so zu Widersprüchen 
führen. Gelten aber die Kriterien der Wahrheit und der Wider- 
spruchsfreiheit nichts ? 

Wenn Herr Bernays bemerkt, dass durch die Strittigkeit der 
Grundlagen der Stand der mathematischen Ergebnisse keineswegs 
fortdauernd in der Schwebe bleibe, so wird man dem wohl zu- 
stimmen kônnen. Aber wiederum, wie kommt das? Der Grund ist 
doch wohl der, dass man in der eigentlichen mathematischen 
Forschung eben weiss, was richtig und was falsch ist, und zwar 
in objektiver Weise, ohne jedes besondere Kriterium und ohne jede 
Kodifikation. Warum wendet man dieses Wissen nicht auch auf 
die Grundlagen und im besonderen auf die Mengenlehre an? Jede 
Kodifikation ist freilich ein Dogmatismus, solange sie nicht durch 
eine wirkliche Einsicht gestützt wird. 

Beim elementaren Rechnen kennt man das Verbot, durch Null 
zu dividieren. Es ist dies kein Dogma und keine willkürliche Ein- 
schränkung, sondern eine wohlbegründete Regel, deren Nicht- 
beachtung leicht zu Fehlern, also zu Widersprüchen führt. 

Das naive Operieren mit unendlich kleinen Grôssen hat sich bei 
der Entwicklung der Infinitesimalrechnung als sehr nützlich 
erwiesen. Trotzdem muss es heute abgelehnt werden, weil es sich 
gezeigt hat, dass diese Grôssen mit den gewünschten Eigen- 
schaîften nicht einwandfrei definiert werden kônnen, dass es sie 
also nicht gibt. 

Das naive Rechnen mit imaginären Zahlen hat sich ebenfalls 
als sehr nützlich erwiesen. In diesem Fall konnte dieses Rechnen 
trotz mancherlei Bedenken beibehalten werden, weil es sich 
gezeigt hat, dass die imaginären Zahlen widerspruchsfrei definiert 
werden künnen, dass sie also tatsächlich existieren. Es genügt 
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dabei, dass die Definition der Zahlen selbst widerspruchsfrei ist, und 
“man braucht dann nicht zu befürchten, dass bei hinreichend langem 
Operieren sich vielleicht doch ein Widerspruch einstellen kônnte. 

Das naive Operieren mit Mengen hat zu Widersprüchen geführt 
und musste deshalb verbessert werden. Es genügt aber auch hier, 
die Mengen ohne willkürliche Einschränkung widerspruchsfrei zu 
definieren, und man braucht dann keine Antinomien mehr zu 
befürchten. 

Der Versuch, trotzdem noch solche zu konstruieren, scheint mir 
von derselben Art zu sein, wie der Versuch, die Quadratur des 
Kreises zu lôsen. Eine wirkliche Antinomie würde doch bedeuten, 
dass etwas, das ist, zugleich auch nicht ist, und das ist doch 
ungereimt. Mit Fehlschlüssen kommt man natürlich in beiden 
Fällen leicht zum Ziel, und es fragt sich dann nur, ob man die 
Fehlschlüsse als solche einsieht oder zugibt. 

Ein instruktives Beispiel gibt Herr Specker in seiner Antritts- 
vorlesung (Dialectica 31). Er betrachtet die Menge Q derjenigen 
Mengen, die sich zwar nicht selbst als Element enthalten, wohl 
aber Element einer andern Menge sind, und meint, dass hier ein 
Widerspruch nicht zustande komme. Es kann dann aber keine 
Allmenge geben, deren Annahme « für sich allein » auch zu keinem 
Widerspruch führt. Es wird sodann gefolgert, dass aus der Wider- 
spruchsfreiheit der Annahme der Existenz einer Menge nicht auf 
die Existenz geschlossen werden dürfe. 

Es sieht hier also so aus, als ob man nach Belieben entweder 
die Menge Q oder aber die Allmenge als existierend betrachten 
kônne, aber nicht beide zugleich. Die « Existenz » soll aber hier 
doch wobhl nicht die Zugehôrigkeit der Menge zu einem bestimmten 
Modell einer willkürlich eingeschränkten Mengenlehre bedeuten, 
sondern eine Existenz im absoluten Sinn, das heïisst im Bereich 
aller môglichen Mengen. Die « môglichen » Mengen sind aber die 
widerspruchsfreien, also gerade diejenigen, bei denen die Annahme 
der Existenz keinen Widerspruch enthält. Dann kann jedoch die 
Existenz einer Menge nicht von unserer Willkür abhängen, also 
nicht davon, ob wir eine andere Menge als existierend annehmen 
oder nicht. Es fragt sich also, ob die Menge Q existiert oder die 


Allmenge. 
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Die Allmenge ist dadurch definiert, dass ihr jede Menge als 
Element angehôren soll. Dass man aus dieser Forderung nicht 
schliessen kann, dass irgendeine Menge nicht der Allmenge als 
Element angehôürt, das dürfte doch wohl klar sein. Dies bedeutet 
aber, dass die Definition der Allmenge keinen Widerspruch enthält, 
sofern nur der Mengenbegriff selbst widerspruchsfrei ist und jede 
widerspruchsfrei definierte Menge zugelassen, also die Allmenge 
nicht willkürlich ausgeschlossen wird. Im Bereich aller môglichen 
Mengen muss daher die Allmenge existieren. 

Anders ist es jedoch bei der Menge Q. Da jede Menge Element 
der Allmenge ist, bedeutet Q die « Menge aller sich selbst nicht 
enthaltenden Mengen », die aber widerspruchsvoll definiert ist und 
daher nicht existiert. 

Es stimmt nicht, dass die Annahme der Menge Q «für sich 
allein » keinen Widerspruch enthält. Wenn in einem bestimmten 
Gebiet auf der Erde alle Menschen schwarz sind, so folgt daraus 
nicht, dass die Behauptung «alle Menschen sind schwarz » wider- 
spruchsfrei ist. Da es Menschen gibt, die nicht schwarz sind, ist 
die genannte Behauptung falsch, also widerspruchsvoll. Ebenso 
kann es zwar ein Modell einer eingeschränkten Mengenlehre geben, 
in dem keine Allmenge, dafür aber eine auf dieses Modell bezogene 
Menge Q vorkommt. Daraus folgt jedoch nicht, dass die Definition 
von Q für sich allein, also ohne eine solche Bezugnahme wider- 
spruchsfrei ist, sie steht vielmehr in Widerspruch mit der allge- 
meinen Definition einer Menge. Ich sehe also nicht, wie man 
ehrlicherweise die Existenz der Menge Q behaupten oder die 
der Allmenge ablehnen kann. 

Eine widerspruchsfreie Definition der Mengen habe ich in den 
Elementen der Mathematik, Band 9, 1954, Seite 33, angegeben. Es 
sind von G. Kreisel (Math. Reviews, 15, 1954, S. 670) Einwände 
dagegen erhoben worden, die aber eben auf dem Missverständnis 
beruhen, dass die Mengenlehre ein Formalismus sein müsse anstatt 
einer inhaltlichen Theorie. So ist es nicht richtig, dass alle Opera- 
tionen der Mengenlehre, wie sie etwa bei Ackermann (Math. 
Annalen, 114, 1937, S. 305-315) zu finden sind, zugelassen werden ; 
im Bereich der zirkelfreien Mengen sind diese Operationen aus- 
führbar, also auch zugelassen, im Bereich aller Mengen sind sie 
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aber nicht immer môglich und deshalb auch nicht immer zuge- 
lassen. Auch das Auswahlaxiom ist für die zirkelfreien Mengen 
erfüllt (Math. Zeitschrift, 25, 1926, S. 709), aber nicht für beliebige 
Mengen (Les Entretiens de Zurich, 1941, S. 172). Die Existenz der 
zweiten Zahlklasse ergibt sich ganz analog wie die der Reïhe der 
natürlichen Zahlen (Elemente der Mathematik, 9, 1954, S. 29-35). 

Wenn es bei G. Kreisel weiter heisst : « but for general M and N, 
M = M’, N = N’ may separately be consistent, though M’ = N'is 
refutable », so ist hier jedenfalls noch M — N gemeint. Wenn es 
also « Logiken » gibt, in denen die aus der Identifizierbarkeit 
hergeleitete Beziehung der Identität nicht transitiv ist, so werden 
diese doch wohl für eine exakte Wissenschaft kaum sehr brauchbar 
sein. Wenn man aber in der inhaltlichen Logik festsetzt, dass zwei 
Mengen immer, wenn môglich, identisch sind, dann bedeutet dies, 
dass die Mengen M und N identisch sind, wenn sie bis auf die 
unwesentliche Bezeichnung genau dieselben Eigenschaften besitzen, 
das heisst genauer ausgedrückt, wenn die Annahme, dass sie 
dieselben Eïigenschaften besitzen, keinen Widerspruch enthält. 
Dann folgt aber aus M—N, M—M", N—N'’ auch M'— N’, da eben 
die Widerspruchsfreiheit nicht in formalem, sondern in absolutem 
Sinn zu verstehen ist und sich deshalb nicht plôtzlich daraus doch 
ein Widerspruch ergeben kann. 

Herr P. Lorenzen meint im Zentralblatt 55 (1955), Seite 46 im 
Hinblick auf die Existenz der Zahlenreihe, dass ihm viele Einzel- 
heiten der Beweisführung nicht zwingend erscheinen. Es wäre hier 
wohl von Interesse, den Grund dafür wenigstens für eine solche 
Einzelheit kennenzulernen. 


WARUM KEIN PLATONISMUS ? 


Eine Antwort an Herrn Prof. Finsler 


von Alexander WITTENBERG, Quebec 


Eines sei vorausgeschickt: wenn wir kônnten, wären wir 
Mathematiker fast alle Platonisten. Die platonistische Auffassung, 
— die Auffassung, dass die mathematischen Entitäten, zum 
Beispiel die Zahlen, ebenso ihre Eigenschaften besitzen, wie, sagen 
wir, die Elefanten, und dass also der Satz «jede Zahl besitzt 
Primteiler » ebensowohl die Feststellung einer bestehenden Tat- 
sache ist wie der Satz « jeder Elefant besitzt einen Rüssel » — 
diese Auffassung ist die dem Mathematiker geläufige und natür- 
liche, und sie besticht ebensosehr durch ihre Schôünheit wie durch 
den einfach-klaren Standpunkt, den sie uns (auf erste Sicht) der 
Mathematik gegenüber verschafft. Niemand wird diesen Stand- 
punkt leichthin preisgeben. 

Taten es viele Mathematiker angesichts der Grundlagen- 
schwierigkeiten dennoch, so nicht ohne schwerwiegende Gründe. 
Diese erschôpfen sich nicht in den Antinomien; die Antinomien 
waren im Grunde vielmehr das Alarmsignal, das den Mathema- 
tikern zwingend ins Bewusstsein rief, wie spekulativ gewisse 
Zweige der Mathematik geworden waren, und wie weit diese sich 
in Regionen vorgewagt hatte, in denen die Sinnfülle ihrer Aussagen 
nicht mehr ohne weiteres feststand 1, 

Immerhin darf die Bedeutung der Antinomien nicht unter- 
schätzt werden. Wenn Herr Finsler schreibt «es ist mir seit 
Jahrzehnten keine Antinomie bekannt, die sich bei dieser [plato- 
nistischen] Auffassung nicht in vernünftiger Weise erklären liesse », 
so muss doch darauf hingewiesen werden, dass sehr zahlreiche 


1 Vgl. hierzu die ausführliche Diskussion im ersten Teil meiner Disser- 
tation: Vom Denken in Begriffen — Mathematik als Experiment des reinen 
Denkens, Birkhäuser, Basel, 1957. 
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andere namhaîfte Mathematiker diese Meinung nicht teilen. Ja, 
ein grosser Teil der modernen Untersuchungen über die Grund- 
lagen der Mathematik wäre wohl überhaupt unterblieben, wenn 
es gelungen wäre die Antinomien in eindeutiger Weise auf fehler- 
hafte Überlegungen zurückzuführen. Es kommt gelegentlich in 
den klassischen Gebieten der Mathematik vor, dass eine fehler- 
hafte mathematische Arbeit erscheint. Eine solche schafft aber 
nie nennenswerte Verwirrung, da die Feststellung des Fehlers 
sofort Einmütigkeit der Fachleute schafft. — Bei den Antinomienist 
die Situation eine ganz andere, da in Bezug auf die Beurteilung 
der Antinomien unter den Mathematikern keinerlei Einigkeit 
herrscht. 

Dieser Umstand ist keineswegs nebensächlich. Man darf nicht 
vergessen, dass die Einmütigkeit, der « consensus », der Fachleute 
letzten Endes das einzige konkrete, das heisst effektive Wahrheïits- 
kriterium der Mathematik ist. Die Môglichkeit der Mathematik 
als Wissenschaft beruht letzten Endes auf der empirisch fest- 
stehenden Tatsache, dass sich in der Beurteilung der Zulässigkeit 
und Richtigkeit mathematischer Überlegungen Übereinstimmung 
bei allen denen einstellt, die diese Überlegungen auf Grund ange- 
messener Einsicht verfolgen. Wäre dem nicht so, so gäbe es keine 
Mathematik. 

Nun steht fest, dass in bezug auf die Antinomien keine solche 
Einmütigkeit herrscht. Dann verbergen sich aber jedenfalls hinter 
ihnen nicht « Fehler » im gewôühnlichen mathematischen Sinne.Die 
Problematik der Antinomien lässt sich jedenfalls also nicht einfach 
abschütteln. 


%k 
* * 


Nach der Auffassung des Platonismus bestehen «an sich » die 
mathematischen Gegenständlichkeiten, und uns ist in unzwei- 
deutiger Weise, dank einer Art himmlischer Erleuchtung, bekannt, 
wie wir vorgehen dürfen, um die Eigenschaften jener Gegen- 
ständlichkeiten zu erforschen. (Es wird nicht immer genug be- 
achtet, dass der Platonismus auch eine Meinung über gewisse 
Fähigkeiten und Kenntnisse unseres Geistes umfasst.) — Eine 
Feststellung, die sehr bald zum Gegenstand des mathematischen 
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Interesses wird, ist dabei die der « Existenz » oder « Nicht-Existenz » 
eines mathematischen Dinges. (Zum Beispiel stellt man fest, dass 
keine rationale Zahl— also kein Bruch—existiert, deren Quadrat 
gleich 2 wäre.) 

Der Kern der Schwierigkeiten, die die Antinomien der plato- 
nischen Auffassung bereiten, liegt nun darin, dass sie uns in einen 
Zwiespalt bezüglich der Existenz gewisser Entitäten aus der 
mathematischen Mengenlehre stürzen: einerseits sehen wir uns 
genôtigt, diese Entitäten (zum Beispiel die Menge aller transfiniten 
Ordinalzahlen) zu «bilden», also deren Existenz zu bejahen. 
Andererseits sind diese Entitäten in Widersprüche verwickelt, 
sodass deren «Existenz » zu verneinen ist. Es entsteht so ein 
Dilemma. 

Will man die platonistische Auffassung beibehalten, so muss 
für jede strittige Menge eine Entscheidung bezüglich ihrer Existenz 
gefällt werden kônnen. Diese Entscheidung darf nicht willkürlich 
sein ; sonst entsteht ein Standpunkt, der dogmatisch statt wissen- 
schaftlich ist. 

Da man die einfachen logischen Überlegungen, auf Grund derer 
gewisse Mengen zu Widersprüchen führen, nicht verbieten kann 
(will man nicht vüllig willkürliche Einschränkungen der Logik in 
Kauf nehmen), so muss man, für eine befriedigende « platonistische » 
Aufklärung der Antinomien, auf die Nichtexistenz der problema- 
tischen Mengen schliessen kônnen. Man ist natürlich versucht, 
zu diesem Zwecke von den Antinomien selber auszugehen, das 
heisst (ähnlich wie in den üblichen mathematischen Überlegungen) 
aus der Tatsache, dass eine Menge auf einen Widerspruch führt, 
auf die Nichtexistenz dieser Menge zu schliessen. Geht man so vor, 
so verschliesst man aber vor dem Wesentlichen die Augen; das 
Antinomische liegt ja gerade darin, dass dem Widerspruch (der 
die Nichtexistenz der Menge zu zeigen scheint) andere Über- 
legungen gegenüberstehen, die zur Bejahung dieser selben Existenz 
führen müssen. (Zudem haben viele Grundlagenforscher darauf 
hingewiesen, dass gar nicht eindeutig erklärt ist, was es heissen 
soll, dass eine hypothetische Menge zu einem Widerspruch führt.) 

Es entsteht unter anderem eine wesentlich erkenntnistheore- 
tische Problematik, wenn man die Existenz gewisser Mengen 
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leugnen will : Man muss dann erklären — wie es auch Herr Finsler 
tut — dass gewisse Mengen ihrerseits keine Menge bilden : « die 
Annahme, dass es zu vielen Mengen immer eine Menge geben 
müsse, die gerade sie als Elemente enthält, ist, wie Beispiele 
zeigen, objektiv falsch ». Damit wird stillschweigend angenommen, 
dass es eine besondere Eigenschaft von Mengensystemen ist, wie- 
derum eine Menge zu bilden (eine Annahme, die heute besonders 
in der axiomatischen Mengenlehre gang und gäbe ist.) Das «eine 
Menge-bilden » wird damit zu einer gewühnlichen mathematischen 
Eigenschaïît, etwa vergleichbar der Eigenschaft eines Systems von 
Strecken in der Ebene, einen geschlossenen Streckenzug zu bilden. 

Dies trägt aber der Rolle des Mengenbegriffes in unserem 
mathematischen Denken keine Rechnung. Dieser Begriff drängte 
sich auf, nicht weil eine besondere Eigenschaft von Gesamtheiten 
mathematischer Dinge entdeckt worden wäre, sondern weil, in 
gewissen Zusammenhängen, vorliegende Dinge hinsichtlich ihrer 
Gesamtheit betrachtet werden müssen — ohne dass dies eine be- 
sondere Eigenschaîft dieser Dinge bedeutete. Will man dies, mit 
Herrn Finsler und anderen, in gewissen Fällen verbieten, so 
stellt sich die Frage, ob man es verbieten kann. Und dies ist tat- 
sächlich nicht der Fall, wie aus den eigenen Ausführungen von 
Herrn Finsier ganz deutlich hervorgeht. 

Um dies einzusehen, kônnen wir an die instruktiven Beispiele 
anknüpfen, die Herr Specker in seiner Antrittsvorlesung (Dia- 
lectica 31) anführt. Er weist dort auf den Unterschied zwischen 
einer Feststellung wie « die Schafherde grast » — die in verkappter 
Form eine Feststellung über jedes einzelne Schaîf der Herde ist — 
und einer solchen wie « die Schafherde ist zahlreich », die nur eine 
Eigenschaft der Gesamtheit ist, hin. Betrachten wir, im Anschluss 
hieran, die Eigenschaft von Mengen, «keine Menge zu bilden ». 
Wovon ist dies eine Eigenschaft? — Offenbar ist es nicht eine 
Eigenschaft der einzelnen Mengen, aus denen ja die verschie- 
densten Mengen gebildet werden kônnen. Es ist vielmehr eine 
Eigenschaft der Gesamtheit derselben. Über diese spricht also Herr 
Finsler in seiner Diskussion ; auch er sieht sich hier also genôütigt, 
«viele Dinge unbedenklich als ein Ding» zu betrachten. Sein 
Verzicht ist nur scheinbar. 
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Es ist die Redensart vom « Bilden » einer Menge, die hier 
stark irreführend wirkt; denn sie suggeriert uns, dass wir ein 
neues Ding schaffen oder konstruieren, ihm gleichsam Leben 
einhauchen, wenn wir vorher betrachtete Dinge neuerdings auch 
hinsichtlich ihrer Gesamtheit betrachten. In Wirklichkeit handelt 
es sich aber nur um einen Wechsel der Betrachtungsweise. — 
Denken wir, um dies zu verdeutlichen, an das Beispiel der natür- 
lichen Zahlen ! Haben wir die Zahlen von 1 bis 1000 betrachtet, 
so bilden wir nicht neu die Zahl 101%, wenn wir diese in den Kreis 
unserer Betrachtungen einbeziehen. Sie ist vielmehr durch diese 
Betrachtungen — das heisst durch den Begriff der natürlichen 
Zahl — bereits gewissermassen vorbestimmt, und es steht uns nicht 
mehr frei, sie abzulehnen oder zu akzeptieren. Entdeckten wir 
nachträglich, dass sie zu einem Widerspruch führt, so kônnten wir 
uns nicht einfach aus der Affäre ziehen, indem wir sie als nicht- 
existent dekretierten. — Âhnlich steht es mit dem Begriff der 
Menge. Lassen wir uns überhaupt auf diesen Begriff und die 
zugehôrigen Denkweisen ein, so kônnen wir sie nicht einfach dort 
von uns weisen, wo sie uns nicht mehr passen. 


* 
* * 


Prinzipiell kommt hier der Umstand zur Geltung, dass der 
Mengenbegriff in unserem Denken eine ganz andere Rolle spielt als 
solche Begriffe wie « Gerade », «reelle Zahl» oder dergleichen. 
Reelle Zahlen und Geraden sind lediglich Gegenstände unserer 
mathematischen Untersuchungen. Mengen sind aber nicht nur 
Gegenstand der Untersuchung ; zugleich gehôrt der Mengenbegriff, 
beziehungsweise die mit ihm verknüpfte Denkweise des « als eine 
Gesamtheit Betrachten», zu jenem primären geistigen Instru- 
mentarium, das wir für unser mathematisches Denken nicht zu 
entbehren vermügen. Was wir überhaupt betrachten, müssen wir 
auch hinsichtlich seiner Gesamtheit betrachten kônnen. Dies ist 
letzten Endes der Umstand, der es uns unmôglich macht, im 
Rahmen eines inhaltlichen Denkens eine Trennung zwischen 
«legitimen » und «nicht-legitimen » Mengenbildungen durchzu- 
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führen, und der uns immer wieder zum Narren hält, wenn wir es 
doch versuchen. 

Tatsächlich verbirgt sich hinter den Antinomien und den mit 
ihnen verknüpften Schwierigkeiten weit mehr als ein bloss mathe- 
matisches Problem. Hinter ihnen steht eine echte Problematik 
unseres begrifilichen Denkens. Dies verleiht ihnen ihre eigentliche 
Bedeutung ; zugleich erklärt es, wieso die unter den Mathema- 
tikern, im Anschluss an die Entdeckung der Antinomien, aus- 
brechende Diskussion so leidenschaftlich und affektbetont sein 
konnte ; es fand damals ja geradezu ein Einbruch des Irrationalen 
in das nüchtern-rationale Reich der Mathematiker statt. Indirekt 
ist dies vielleicht die beste Bestätigung dafür, dass hier grund- 
legende Ansprüche, die wir an unser Denken zu stellen gewohnt 
. sind, auf dem Spiel stehen. Diese Ansprüche unter Umständen ganz 
oder teilweise preisgeben, wird niemand leichten Herzens tun. 
Erweist es sich aber als notwendig, so gebietet uns die wissen- 
schaftliche Sorgfaltspflicht, uns dieser Notwendigkeit zu beugen. 


ZUR DISKUSSION DES THEMAS 
«<DER PLATONISCHE STANDPUNKT 
IN DER MATHEMATIK » 


von P. BERNAYS, Zürich 


Die Betrachtung von Herrn Finsler « Der platonische Stand- 
punkt in der Mathematik » enthält die Anregung zur Diskussion 
und zur Stellungnahme. Seine Ausführungen gehen darauf aus, 
darzutun, dass eine revidierte Form der «platonischen » Auf- 
fassung gar nicht erst gesucht zu werden braucht, dass sie sich 
vielmehr in sehr einfacher Weise ergibt. « Die einzige Naïivität, die 
man ablegen muss, » ist nach seiner Meinung die, «zu glauben, 
dass viele Mengen immer gleich einer Menge seien oder wenigstens 
immer eine Menge bilden müssten ». Herr Finsler kommt ferner 
auf die faktische Sicherheït in der eigentlichen mathematischen 
Forschung zu sprechen, wo man «weiss, was richtig und was 
falsch ist, und zwar in objektiver Weise, ohne jedes besondere 
Kriterium und ohne Kodifikation ». Dieses Wissen solle man doch 
auch auf die Grundlagen und im besonderen auf die Mengen- 
lehre anwenden. Für die Korrektur des naiven Operierens mit 
Mengen, das zu Widersprüchen geführt hat, genügt es, so erklärt 
er, «die Mengen ohne willkürliche Einschränkung widerspruchs- 
frei zu definieren ». 

Er nimmt damit Bezug auf die von ihm gegebene Grundlegung 
der Mengenlehre !, ?. Gerade an dieser aber wird ersichtlich, dass 
die Sachlage und die Aufgabe für die Revision der ursprünglichen 
Mengenlehre keine so einfache und die erforderliche Abweichung 
von der zunächst sich bietenden einfachen Form des Platonismus 
keine so geringe ist, wie es nach den zitierten Âusserungen von 


1 Über die Grundlegung der Mengenlehre 1, Math. Zeitschr. 25 (1926) 
S. 683-713. 


? Die Unendlichkeit der Zahlenreihe, Elem. d. Math. 9 (1954), S. 29-35. 
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Herrn Finsler erscheinen künnte. Es môgen einige in dieser Hinsicht 
wesentlichen Momente angeführt werden. 

1. Es macht sich geltend, dass wir in der allgemeinen Mengen- 
lehre nicht jene erwähnte Sicherheït haben, über das, was richtig 
und was falsch ist, wie in der üblichen Mathematik. Dieser Mangel 
an Sicherheït wird auch in der Finsler’schen Grundlegung nicht 
behoben, was sich unter anderem in der von Herrn Finsler er- 
wähnten Diskussion über die Existenz einer Menge aller Mengen 
äussert *. Wohl bietet diese Grundlegung hinlängliche begriffliche 
Mittel, um den mengentheoretischen Widersprüchen (wie etwa 
dem von der Menge aller Mengen, die nicht Element ihrer selbst 
sind) zu entgehen ; aber die genauere Form der Lüsung wird damit 
noch nicht in solcher Weise bestimmt, dass darüber keine Meinungs- 
verschiedenheiten bestehen kônnten. Die Diskussion über die 
Antinomien setzt sich vielmehr hier als eine immanente Diskussion 
fort. 

2. Die Finsler'sche Grundlegung der Mengenlehre enthält in 
merklicher Weise Momente der Normierung, welche vom Stand- 
punkt der systematischen Einfachheit und Einheitlichkeit gewiss 
als berechtigt und sachgemäss anzuerkennen sind, aber doch nicht 
einfach den Ausdruck von erkanntem Sachverhalt darstellen. Das 
Verfahren der Zurückführung aller Beziehungen der Zahlentheorie 
und Analysis auf die Mengen-Element-Beziehung trägt den 
Charakter einer Rahmenkonstruktion von der Art, wie sie schon 
bei der Zermelo’schen Axiomatik vorliegt. Diese Konstruktion 
erfolgt allerdings im Hinblick auf objektive mathematische Gegen- 
ständlichkeiten, aber sie ist nicht einfach die Wiedergabe von 
etwas uns direkt in der Erkenntnis als existierend Gegebenem. 
Wir haben also hier eine charakteristische methodische Abweichung 
von der Haltung des geläufigen Platonismus. 


1 Dass im Rahmen der Finsler’schen Grundlegung die Annahme einer 
Menge, die sich selbst und alle andern Mengen enthält, keinen Widerspruch 
ergeben kann, ist nicht so selbstverständlich, wie es Herr Finsler ansehen 
môchte. Das System aller Mengen ist ja durch den Mengenbegriff, wie 
Herr Finsler selbst hervorhebt, eindeutig festgelegt, so dass es eine reine 
Sachverhaltsfrage ist, ob in diesem System eine Allmenge vorkommt. Diese 
Frage ist noch nicht dadurch entschieden, dass in dem Wortlaut der Defi- 
nition der Allmenge kein direkter Widerspruch ersichtlich ist. 
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3. Die Gewinnung der Mathematik von dem allgemeinen 
Ansatz aus ergibt sich bei Herrn Finsler nicht ohne weiteres, 
sondern erfordert noch einen wesentlichen Schritt: die mathe- 
matisch relevanten Mengen werden unter den Mengen überhaupt 
durch eine Bedingung der Zirkelfreiheit ausgesondert. Diese 
Aussonderung der «zirkelfreien » Mengen ist insofern nicht un- 
problematisch, als der Begriff «zirkelfrei » seinerseits bewusster- 
massen zirkelhaft gefasst ist, worin Herr Finsler ein wesentliches, 
methodisches Erfordernis erblickt. 

Eine Art des Zirkelhaften liegt übrigens nicht erst bei diesem 
Aussonderungsverfahren vor, sondern bereits in dem anfänglichen 
Ansatz, bei welchem mit dem Begriff der Widerspruchsfreiheit 
(Môglichkeïit) in einer stark imprädikativen Weise operiert wird. 
Diese Feststellung bedeutet an sich keinen Einwand, sofern nur 
deutlich zwischen eigentlichen Definitionen und impliziten Def- 
nitionen, welche axiomatischen Annahmen gleichkommen, unter- 
schieden wird. Was insbesondere die erwähnte Aussonderung der 
zirkelfreien Mengen betrifft, so findet sich ein analoges Vorgehen— 
durch Formalisierung verdeutlicht — in einer neuerlichen Axio- 
matisierung der Mengenlehre von W. Ackermann!. Jedenfalls aber 
bedeutet diese Art der Methodik wiederum ein merkliches Abgehen 
von der in der Mathematik geläufigen Form des Platonismus, bei 
welcher keine so komplizierte Verflechtung der Begrififlichkeit 
und der Gegenständlichkeit stattfindet. 

Im Ganzen zeigt sich hiernach, dass das methodische Vorgehen 
von Herrn Finsler kaum als bloss eine Durchführung des üblichen 
platonistischen Standpunktes (mit nur geringer Abweichung von 
dem naiïven Platonismus) gelten kann. 

Unabhängig von dieser argumentatio ad hominem sei hier 
noch daran erinnert, dass die Sicherheit, die wir in der eigentlichen 
Mathematik besitzen, ja keineswegs immer bestand, sondern viel- 
mehr für die Infinitesimalrechnung erst durch ihre Grundlegung 
im 19. Jahrhundert gewonnen wurde. Die Sicherheit in Gebieten 
des theoretischen Denkens kennen wir jeweils nur als eine er- 


? Zur Axiomatik der Mengenlehre, Math. Annalen, Bd. 131 (1956), 
S. 336-345. 
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worbene, und die Erweiterungen des theoretischen Rahmens haben 
jeweils den Charakter des geistigen Experimentierens, wie dieses 
ja besonders in der heutigen mathematischen Grundlagenforschung 
hervortritt. 

Man mag gegenüber diesen Erwägungen einwenden, dass es 
sich dabei nur um psychologische Feststellungen handle, die das 
Objektive der Mathematik nicht betreffen. Dann aber erscheint es 
als hôchst fraglich, ob dieses Objektive in unserer Erkenntnis voll 
reprâäsentiert ist. Wir kônnen uns — vielleicht sogar müssen wir 
es — eine Art von Tatsächlichkeit denken, durch welche sich die 
Auswirkungen unserer theoretischen Ansätze, ihr Erfolg oder 
Misserfolg, bestimmen. Diese Tatsächlichkeit ist aber dann eventuell 
etwas ganz Transzendentes, das nicht nach einem einfachen 
Schema der Gegenständlichkeit aufgefasst werden kann, so dass 
wir auch damit nicht bei dem Standpunkt des geläufigen Plato- 
nismus verbleiben. 


UND DOCH PLATONISMUS 


von Paul FINSLER, Zürich 


In Herrn À. Wittenbergs Antwort : Warum kein Platonismus ? 
ist es besonders erfreulich, dass deutlich gesagt wird, die Mathe- 
matiker wären fast alle Platonisten, wenn sie nur kônnten. Dieser 
Wunsch kann aber tatsächlich erfüllt werden, denn die Einwände 
dagegen sind nicht stichhaltig. 

So ist es kein sachlicher Grund, wenn angegeben wird, dass 
viele Mathematiker zur Zeit diesen Standpunkt nicht teilen. 
Selbst hundert Autoren gegen einen brauchen nicht recht zu haben. 
Ein verantwortungsbewusster Mathematiker wird einen Satz, für 
den er einstehen muss, nicht deshalb für richtig erklären, weil 
viele andere dies auch tun, sondern nur deshalb, weil er sich durch 
eigene Überlegung davon überzeugt hat, dass er richtig ist. Die 
Richtigkeit eines Satzes (oder auch einer Theorie) sollte zwar 
schliesslich zu einem «consensus » führen; das Umgekehrte gilt 
aber nicht! Wenn in bezug auf die Antinomien noch keine Ein- 
mütigkeit herrscht, so bedeutet dies nur, dass diese Dinge noch 
nicht von allen mit der angemessenen Einsicht verfolgt worden sind. 

Dass es eine exakte Mathematik gibt, mit Einschluss des 
Unendlichen, und dass wir dies erkennen kônnen, das mag man 
wohl als ein Wunder betrachten, wie es auch ein Wunder ist, dass 
es Elefanten gibt und dass wir diese erkennen und beschreiben 
kônnen. Ein Unterschied zwischen den mathematischen Tatsachen 
und den naturwissenschaftlichen besteht aber darin, dass jene 
zwingender Natur sind, dass sie also gar nicht anders sein kônnen, 
als sie sind, während diese mehr zufälliger Art sind, indem sie 
wohl auch anders sein kônnten, als wir sie hier gerade antreffen. 
Die Naturwissenschaft ist also auf Beobachtungen angewiesen, 
während in der Mathematik prinzipiell nur die Widerspruchsfrei- 
heit entscheidet. Man sagt wohl auch, die Mathematik sei « denk- 
notwendig ». Dies darf aber nicht zu der Auffassung führen, dass 
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die mathematischen Wahrheïten von unserem Denken und damit 
etwa von der Beschaffenheit unseres Gehirns abhängig wären. 
Dann würden sie im Grunde doch nur der Naturwissenschaft 
angehôren. Die mathematischen Tatsachen sind jedoch von der 
Zeit unabhängig, also ewig, während das Naturgeschehen ver- 
gänglich ist. 

Die « Existenz » eines mathematischen Dinges hat nach der hier 
vertretenen Auffassung einen eindeutigen Sinn ; er deckt sich mit 
der Widerspruchsfreiheit. Genau so, wie es keine rationale Zahl 
gibt, deren Quadrat gleich 2 wäre, so gibt es auch keine Menge, 
welche alle Ordinalzahlen und nur diese als Elemente besitzt. 

Eine Antinomie würde sich nun ergeben, wenn wir uns, wie 
Herr Wittenberg meint, genôtigt sehen würden, « diese Entitäten 
(zum Beispiel die Menge aller transfiniten Ordinalzahlen) zu 
« bilden », also deren Existenz zu bejahen ». Hier liegt aber offenbar 
eine Verwechslung vor zwischen der Gesamtheit der Ordinalzahlen 
und der anders definierten Menge. In einer exakten Mengenlehre 
entstehen die Mengen nicht durch Zusammenfassung, sondern es 
sind mathematische Objekte mit bestimmten Eigenschaften, genau 
so, wie die natürlichen Zahlen mathematische Objekte sind mit 
bestimmten Eigenschaften. 

Auf den Unterschied zwischen Menge und Gesamtheit habe ich 
schon vor dreissig Jahren hingewiesen (Math. Zeitschr. 25, 1926, 
S. 688). Es wurde dies damals in einer Besprechung (Fortschritte der 
Math. 52, S. 192), der ich auch sonst in keiner Weise zustimmen 
kann, als « Wortspiel » bezeichnet. Heute ist die analoge Unter- 
scheidung zwischen Menge und Klasse «gang und gäbe ». Dass 
man sich aber den wirklichen Unterschied vielfach immer noch 
nicht klargemacht hat, das zeigen eben die Ausführungen von 
Herrn Wittenberg sehr deutlich. 

Achtet man jedoch auf diesen Unterschied, so kann man 
beliebige Mengen ohne weiteres auch «hinsichtlich ihrer Gesamt- 
heit » betrachten, und es wird dies in keinem Falle verboten. Eine 
Gesamtheit von vielen Mengen ist aber ebensowenig wieder eine 
Menge, wie eine Gesamtheiït von vielen natürlichen Zahlen wieder 
eine natürliche Zahl ist, oder eine Herde von vielen Schaîen 
wieder ein Schaf. Die so als mathematische Objekte definierten 
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Mengen reichen für die ganze Mathematik vollständig aus und 
führen zu keinerlei Antinomien. 

Um nun aber die Antinomien trotzdem zu « retten », verlangt 
man, dass die Gesamtheiten selbst wieder «Entitäten» sein 
müssten, die durch beliebige Zusammenfassung immer wieder 
zu neuen Entitäten Anlass geben müssten. Dies ist nun allerdings 
nicht mehr unbedenklich, hat aber auch mit eigentlicher Mathe- 
matik nichts mehr zu tun. Da aber diese Schlussweise immer 
noch vorgebracht wird, muss darauf eingegangen werden. 

Es ist richtig, dass auch solche Überlegungen nicht zu einem 
Widerspruch führen sollten. Dies kann aber nur gelten, wenn 
man dabei keine unvernünftigen Forderungen stellt. 

Wenn bestimmte Dinge, wie etwa die natürlichen Zahlen oder 
die Mengen, gegeben sind, so kann man sie, oder auch eine be- 
liebige Auswahl davon, wie schon bemerkt, ohne weiteres in ihrer 
Gesamtheït betrachten. Dies bedeutet aber nicht, dass man diesen 
Vorgang, indem man die Gesamtheiten selbst wieder als Einzel- 
dinge betrachtet, beliebig iterieren dürfte. Wenn man ihn iterieren 
will (was an sich ja durchaus unnôtig ist), so muss man sich fragen, 
wie weit es erlaubt ist, viele Dinge « als ein Ding zu betrachten », 
und muss zusehen, dass man sich dabeiï nicht selbst in Widersprüche 
oder in unerfüllbare Zirkel verstrickt. 

Viele Dinge und ein Ding ist nicht dasselbe; das wäre ja an 
sich schon ein offenbarer Widerspruch. Auch viele Dinge « als ein 
Ding betrachtet » ist etwas anderes als dieselben Dinge « als viele 
Dinge betrachtet». Wie schon früher bemerkt, ist es ein wesentlicher 
Unterschied, ob eine Menge viele Dinge oder nur ein Ding als 
Elemente besitzt. Wenn man solche Unterschiede nicht beachtet, 
ist es klar, dass man zu Antinomien kommt. 

Will man aber viele Dinge zu einem Ding « zusammenfassen », 
so ist dies eine Operation, die in manchen Fällen infolge eines 
Zirkels nicht ausführbar ist. Genau alle die Zusammenfassungen 
zusammenzufassen, die sich nicht selbst mitzusammenfassen, ist 
unmôglich. Dies ist keine Antinomie, sondern eine Tatsache. Nun 
sagt man vielleicht, die Zusammenfassung müsse nicht erst 
gebildet werden, sie sei an sich schon da. Hier ist vor allem zu 
bemerken, dass etwas, was in einfachen Fällen richtig ist, nicht 
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in jedem Falle zu gelten braucht. Die genannte Zusammenfassung 
ist nicht schon da, und zwar deshalb, weil sie nicht gebildet werden 
kann und die Annahme ihrer Existenz einen Widerspruch enthält. 
Wenn man meint, die Zusammenfassung werde eben dadurch 
_ gebildet, dass man von allen den erwähnten Zusammenfassungen 
spricht, so stimmt dies ebensowenig, wie wenn man meint, eine 
grôsste natürliche Zahl werde schon dadurch gebildet, dass man 
von ihr spricht. 

Wenn Herr Wittenberg zum Schluss bemerkt, «dass hier 
grundlegende Ansprüche, die wir an unser Denken zu stellen 
gewohnt sind, auf dem Spiel stehen », so kann dies doch wohl 
nicht bedeuten, dass nunmehr Widersprüche in der Mathematik 
zugelassen werden sollen, sondern nur, dass man keine unerfüll- 
baren Forderungen stellen darf, also insbesondere nicht verlangen 
darf, dass eine Operation ausführbar sein müsse, auch wenn dies 
infolge eines Zirkels unmôglich ist. 

Zu den von Herrn P. Bernays angeführten Punkten môchte 
ich folgendes bemerken : 

1. Um auch in der Mengenlehre zu wissen, was richtig und was 
falsch ist, muss man allerdings die durch die Antinomien verloren- 
gegangene Sicherheit zurückgewonnen haben. Nach Aufklärung 
der Antinomien steht dem aber nichts im Wege. Es wird nicht 
behauptet, dass man jede Eïinzelfrage lôsen kônne; dies ist auch 
sonst in der Mathematik nicht der Fall. Die Form der Lôüsung ist 
aber meines Erachtens eindeutig bestimmt, auch wenn darüber 
noch Meinungsverschiedenheïten bestehen. 

Was die Menge aller Mengen betrifft, so ist es doch ein grosser 
Unterschied, ob in dem Wortlaut einer Definition kein direkter 
Widerspruch ersichtlich ist, oder ob, wie es hier der Fall ist, direkt 
ersichtlich ist, dass die Definition keinen Widerspruch enthält. 
Die widerspruchsfrei definierbaren Mengen kommen in dem 
System aller Mengen vor ; damit ist die Sachverhaltsfrage geklärt. 

2. Unter «Platonismus » kann man natürlich Verschiedenes 
verstehen. Im vorliegenden Fall ist damit nur gemeint, dass auch 
im Gebiete der Mengenlehre objektive Verhältnisse vorhanden sind, 
und nicht, dass uns die Mengen noch anderweitig direkt in der 
Erkenntnis als existierend gegeben sein müssten. 
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3. So ist es auch eine andere Frage, wie wir die eben genannten 
objektiven Verhältnisse erkennen und damit die klassische Mathe- 
matik begründen kônnen. Hier ergeben sich tatsächlich grôssere 
Abweichungen von den üblichen Methoden. 

Dass der für eine volle Begründung der Mathematik unent- 
behrliche Begriff der zirkelfreien Mengen nunmehr nach dreissig 
Jahren eine gewisse Beachtung gefunden hat, ist wohl auch erfreulich. 
Allerdings bedingt das «durch Formalisierung verdeutlichte » 
Vorgehen bei W. Ackermann, dass man wohl aus gewissen Formeln, 
welche bestimmten Eigenschaften der zirkelfreien Mengen ent- 
sprechen, eine Formel herleiten kann, welche dem Unendlich- 
keitsaxiom entspricht, dass aber damit über die tatsächliche 
Existenz von unendlich vielen Dingen gar nichts ausgesagt wird. 
Die Mathematik bleibt hier immer noch ein « Tun als ob », nämlich 
ein Tun, als ob es unendlich viele Dinge gäbe. Damit kann ich 
mich nicht abfinden. 

Es folgt noch das Wesentliche aus einem Briefwechsel zwischen 
P. Lorenzen (Bonn) und P. Finsler (Zürich). 


BRIEFWECHSEL ZWISCHEN 
P. LORENZEN UND P. FINSLER 


LorENZEN. Das Nichtzwingende Ihres Beweises sehe ich vor 
allem an den Stellen, an denen die Widerspruchsfreiheit (Wf.) 
einer Annahme behauptet wird. 

Die Widerspruchsfreiheit der Annahme, dass die Gesamtheit 
{m} (für eine natürliche Zahl m) eine Menge ist, erscheint Ihnen 
zweifelhaft. Hier würde ich nicht zôgern, diese für selbstver- 
ständlich zu halten, denn der bei den Ordinalzahlen auftretende W. 
scheint mir ausschliesslich an der Verwendung beliebiger « Reïhen » 
zu liegen («Reïhe » wird dort andrerseits nicht definiert). In der 
Definition der Zahlen tritt ein solch undefinierter Begriff nicht auf 
— und daher sehe ich in der Tat keinen Grund, der einen hindern 
würde, zu jeder Zahl eine folgende anzunehmen. 

Geht man trotzdem davon aus, dass hier etwas bewiesen werden 
müsse, so liesse sich in genauer Anlehnung an Ihren Beweis auf 
Seite 35 nun folgendermassen schliessen : 

Gesetzt den Fall, die Annahme « {m} ist eine (natürliche) Zahl » 
sei nicht wf. Dann ist {m} eine « Unzahl » (das entspricht Ihrem 
«z-haîft », während «Zahl» Ihrem «z-frei» entspricht), denn die 
Annahme « {m} ist eine Unzahl » ist wf. Dafür, dass diese Annahme 
jetzt wf. ist, argumentieren Sie : (1) {m} ist verschieden von allen 
Zahlen, (2) {m} ist keine Zahl, da ja die Annahme «{m)} ist eine 
Zahl » nicht wi. sein sollte. 

Hier ist eine nichtzwingende Stelle : warum kônnte es trotz (1) 
und (2) nicht doch noch Wege zu einem W. geben ? Gemäss Ihrem 
Beweis ist fortzufahren : 

Nun ist {m} aber keine Unzahl, denn {m} enthält als einziges 
Element eine Zahl — also ist die Annahme «{m} sei eine Zahl» 
wf. Und also ist {m) eine Zahl. 

Diese gesamte Argumentation liesse sich verkürzen : 

Wäre « {m)} ist eine Zahl » nicht wf., so wäre {m} keine Zahl im 
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Widerspruch zur Definition der Zahlen. Also ist « {m} ist eine Zahl » 
wf. Also ist {m) eine Zahl. 

Abgesehen vom Gebrauch der doppelten Negation sehe ich nun 
keinen wesentlichen Unterschied zu der noch kürzeren Argumen- 
tation : 

Man bilde die Gesamtheit {m) . {m) ist nach der Definition der 
Zahlen môglicherweise eine Zahl, also ist {m} eine Zahl. 

Von der Existenz der Gesamtheit {m) wird beidemal Gebrauch 
gemacht — auch das ist meines Erachtens nicht überzeugend, wenn 
man davon ausgeht, dass die Existenz der Menge {m) zweifelhaft sei. 


FiNsLer. Zunächst, was verstehen Sie unter einer Gesamtheit 
{m}? Hier Jiegt wohl eine Missverständnis vor. Ich verstehe unter 
einer Gesamtheit von Dingen diese Dinge selbst, also im allge- 
meinen (im Gegensatz zur Menge) viele Dinge. Ist nur eine Zahl m 
gegeben, so ist die zugehôrige Gesamtheit die Zahl m selbst und 
nicht {m}. Eine Gesamtheiït kann aber eine Menge « bilden », dann 
nämlich, wenn eine Menge existiert, welche die Gesamtheït als 
Elemente besitzt. 

Wenn Sie aber unter {m} zunächst eine Zusammenfassung im 
Cantorschen Sinn verstehen, dann steht diese zur Zahl m in einer 
bestimmten Beziehung. Es fragt sich, ob dies die Beziehung B sein 
soll. Wenn nein, dann folgt aus der Existenz der Zusammen- 
fassung nicht die der entsprechenden Menge. (Auch die Ordnungs- 
zahlen kann man in dieser Weise zusammenfassen.) Wenn ja, 
dann ist in der Tat (wie Sie am Schluss bemerken) die Existenz 
von {m} ebenso zweifelhaft wie die der Menge {m} ; beides ist dann 
dasselbe. m selbst ist dann aber auch eine Zusammenfassung ; 
eine Zusammenfassung von Zusammenfassungen ist etwas Zirkel- 
haîftes und kann deshalb unerfüllbar sein. Die beiden abgekürzten 
Beweise kônnte ich also nicht anerkennen. Der Grund, weshalb die 
Existenz der Menge {m} nicht selbstverständlich ist, liegt in der 
Zirkelhaftigkeit der Definition (von « Reiïhen » braucht man hier 
nicht zu reden). Wenn Sie es doch für selbstverständlich halten, 
dass {m) eine Menge ist, dann müssen Sie zeigen, dass der Zirkel 


hier keine Rolle spielt. Das ist es gerade, was ich in meinem 
Beweis getan habe. 
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Um nun doch von den Ordnungszahlen (also den « Reïhen ») zu 
reden, so dienten sie ja nur zum Vergleich, also zur Veranschau- 
lichung, und wurden deshalb auch nur anschaulich eingeführt. Es 
scheint mir aber, dass diese anschauliche Erklärung doch so 
deutlich ist, dass man eindeutig erkennen kann, was damit gemeint 
ist. Es kommt doch auf die Sache selbst an und nicht auf die Art 
der Darstellung. Wo sehen Sie hier eine Schwierigkeit ? Die Defi- 
nition der Ordnungszahlen ist ja auch aus der Mengenlehre bekannt. 
Nur komme ich eben zum Schluss, dass es eine grüsste Ordnungs- 
zahl gibt und dass man dann nicht mehr in gleicher Weise « weiter- 
zählen » kann. Der Grund liegt nicht in der Verwendung von 
« Reïhen », sondern in dem hier unerfüllbaren Zirkel. 

Um aber die Bedenken wegen der « Reïhen » vollends zu zer- 
streuen, will ich noch eine einfache und, wie mir scheint, korrekte 
Definition der Ordnungszahlen angeben, welche diesen Begriff 
nicht enthält : 

Die Ordnungszahlen sind Mengen, welche den folgenden 
Bedingungen genügen : 

a) a ist Ordnungszah]l, wenn a die Nullmenge oder eine Ver- 
eimigungsmenge von Ordnungszahlenist, oder wenn a eine Ordnungs- 
zahl und alle ihre Elemente (und nur diese) als Elemente besitzt. 

b) a ist Ordnungszahl nur, wenn notwendig. 

Die Vereinigungsmenge aller Ordnungszahlen ist dann die 
grôüsste Ordnungszah]l. Es muss aber noch geprüft werden, ob diese 
Zahlen mit den üblichen Ordnungszahlen identisch sind. Auf 
jeden Fall ist hier weder von Reïhen die Rede, noch von endlich 
oder unendlich, noch von abzählbar oder nichtabzählbar. Das hat 
alles mit der ganzen Frage nichts zu tun. 

Was nun die Widerspruchsfreiheit zum Beispiel der Menge U 
(auf S. 35) betrifft, so haben Sie insofern recht: es wird nicht 
explizit gesagt, dass nicht noch andere Widersprüche denkbar 
wären. (« Wege » zu einem Widerspruch gibt es natürlich; man 
braucht nur einen Fehler zu machen.) Hier môchte ich aber auf 
das hinweisen, was ich in dem neuen Aufsatz erwähnt habe : Ein 
Widerspruch kann nur da herauskommen, wo man ihn hineingelegt 
hat. Nun kennt man aber die Definition von U und kennt die 
Definition von z-frei und sieht, dass alles in Ordnung ist, dass man 
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sich also nirgends widersprochen hat, wenn man U als z-haîte 
Menge annimmt. Es sind nur wenige Aussagen, die zu prüfen sind, 
und das ist hier geschehen. Dann kann aber U keinen Widerspruch 
enthalten ; so wenig wie zum Beiïspiel die Menge aller Mengen. 

Die Definition von «z-frei » ist natürlich sehr wesentlich, um 
die Existenz von U, und ebenso auch, um die Existenz von {m) 
zu beweisen. Dies fehlt eben in Ihrem Versuch. So ist zum Beispiel 
die Menge aller Ordnungszahlen keine « Unzahl», sondern sie 
existiert nicht. 


LORENZEN. Darf ich zunächst auf die Frage der « Gesamt- 
heiten » eingehen? In Ihrer Arbeit über die Unendlichkeït der 
Zahlenreihe schreiben Sie auf Seite 35 : « Ich will zeigen, dass die 
Menge aller z-freien Mengen existiert. Sie werde mit U bezeichnet. » 

Aus dem folgenden ergibt sich, dass mit U zunächst die Gesamt- 
heit aller z-freien Mengen bezeichnet werden sollte. Von dieser 
Gesamtheïit wird dann bewiesen, dass sie eine z-hafte Menge bildet 
(im Text steht, dass U eine z-hafte Menge sei). Dass nun nach 
Ihrem Brief hierbei die Gesamtheit der z-freien Mengen keïin neues 
Ding sein soll, sondern viele Dinge, nämlich die z-freien Mengen 
selbst, macht mir Schwierigkeiten. Denn die Aussage: «Die 
Gesamtheiït der z-freien Mengen bildet eine Menge » soll doch 
sicher nicht: « Jede z-freie Menge bildet eine Menge » bedeuten. 

Um die « Gesamtheiten » zu vermeiden, môchte ich vorschlagen 
so zu formulieren : « Es gibt eine Menge, deren Elemente genau 
die z-freien Mengen sind. » Es wird also die Existenz einer Menge U 
behauptet, so dass « ke U » äquivalent ist mit « k ist eine z-freie 
Menge ». Und dies kônnte man so ausdrücken, dass der Begriff 
«z-freie Menge » eine Menge als seinen Umfang besitzt. 

Ihr Axiom « M ist Menge, wenn môglich » wäre dann zu formu- 
lieren : « Ein Begriff hat eine Menge als Umfang, wenn môglich ». 
Wären Sie mit diesen Formulierungen wohl einverstanden ? Diese 
haben leider den Nachteil, dass hier der Begriff « Begriff » auftritt, 
ohne dass für ihn eine Definition (wie für die Mengen) gegeben ist. 


FiNsLEr. Auf Seite 35 der von Ihnen erwähnten Abhandlung 
hatte ich mit U nicht die Gesamtheit, sondern die zunächst aller- 
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dings noch hypothetische Menge aller z-freien Mengen bezeichnet. 
Wenn diese Menge, sofern sie existiert, keinen Widerspruch (in 
ihrer Definition) enthält, so kann man schliessen, dass sie existiert. 
Der Ausdruck « U müsste sich selbst enthalten » bedeutet nur, dass 
U Element von U sein müsste, er bezieht sich also auf die Menge U. 

An Stelle von «Die Gesamtheit der z-freien Mengen bildet 
eine Menge » kann man wohl auch sagen « Die z-freien Mengen 
bilden eine Menge » ; gemeint ist nicht jede Menge für sich, sondern 
alle miteinander. Will man die Gesamtheit als eine Einheit auf- 
fassen, so kann man auch sagen « Diese Mengen bilden eine Gesamt- 
heït », im selben Sinn wie « Diese Schafe bilden eine Herde »; auch 
hier ist nicht jedes Schaf für sich gemeint. Eine Herde von vielen 
Schafen ist nicht ein Schaf, und ebenso ist eine Gesamtheit von 
vielen Mengen nicht eine Menge. Wenn Sie aber, um die « Gesamt- 
heiten » zu vermeiden, formulieren wollen : « Es gibt eine Menge, 
deren Elemente genau die z-freien Mengen sind », so bin ich damit 
durchaus einverstanden. 

Die Mengen sind nach meiner Auffassung eine Verallgemei- 
nerung der natürlichen Zahlen und wie diese als Einzeldinge zu 
verstehen, die nur durch die angegebenen Forderungen bestimmt 
werden. Man kann also die Mengen nicht als Umfänge von Be- 
griffen einführen, wobei man in der Tat noch gar nicht weiss, was 
das sein soll. Bei der Definition der z-freien Mengen ist allerdings 
von einem « Begriff » die Rede; dies ist aber hier nichts Undefi- 
niertes, sondern eïnfach eine Einteilung aller Mengen in zwei 
Klassen. Damit dies einen Sinn hat, muss man die Mengen schon 
haben. 


LoRENZEN. Anschliessend an Ihre letzten Bemerkungen môchte 
ich für Ihr Axiom «M ist Menge immer, wenn môglich», das 
mir, wie sicherlich jedem, der an der modernen Logik geschult 
ist, ein Stein des Anstosses ist, folgende Formulierung vorschlagen : 
« Ist die Aussage wf., dass eine Menge existiert, die als Elemente 
genau die Mengen enthält, die bei einer Einteilung aller Mengen in 
zwei Klassen in die eine Klasse fallen, so existiert eine solche 
Menge ». 

Kürzer : « Ist die Aussage wf., dass eine Menge existiert, die als 
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Elemente genau die Mengen einer Klasse enthält, so existiert 
eine solche Menge. » 

Mit welchen Mitteln hierbei « Einteilungen » ner « Klassen » 
definiert werden dürfen — und wie man die Wf. einer Aussage 
über die Existenz einer Menge zu definieren hat, das bleibt allerdings 
dann noch offen. 


Finxscer. Die letzte Bemerkung meines Briefes besagte, dass 
man, damit die Einteilung aller Mengen in zwei Klassen einen Sinn 
hat, die Mengen schon haben muss. Diese Einteilung darf also 
nicht schon in der Definition der Mengen vorkommen, wie Sie es 
nun doch vorschlagen môchten. Wie wollen Sie bei Ihrer Definition 
entscheiden, ob die Menge I — {I} existiert oder nicht existiert ? Je 
nachdem, was man unter «allen Mengen » verstehen will, ist das 
eine oder das andere môglich. Das geht also nicht. Auch bei der 
kürzeren Fassung sehe ich nicht, welche Vorteile sie besitzen soll. 

Die Formulierung « M ist Menge immer, wenn môglich » habe 
ich im Text erläutert : « Immer, wenn die Annahme, M sei eine 
Menge, keinen Widerspruch enthält, dann soll M eine Menge sein. » 
M kann also beliebig definiert sein (keineswegs nur formal !) ; wenn 
dann M den andern an eine Menge gestellten Forderungen genügt 
und die Definition keinen Widerspruch enthält, dann ist M eine 
Menge. 

Es ist klar, dass ich dabei nicht die «moderne Logik » im 
Auge habe, mit der sich eben die tatsächliche Existenz von un- 
endlich vielen Dingen nicht beweisen und folglich die wirkliche 
Mathematik nicht begründen lässt und bei der man sich zudem 
noch fragen muss, ob sie überhaupt widerspruchsfrei ist, sondern 
das Jogische Denken. Es ist sehr schade, wenn über dem «logischen 
Rechnen » das logische Denken ganz verloren geht. Wenn Sie also 
meine Definition beanstanden, dann bitte ich, sie nicht durch eine 
andere zu ersetzen, sondern sie so zu nehmen, wie sie ist, und dann 
Zu sagen, was daran nicht in Ordnung ist. Was ein Widerspruch ist, 
braucht man nicht erst zu erklären ; das ist ein logischer Grund- 
begriff. Wenn die Mengen gegeben sind, dann ist es auch klar, was 
eine Einteilung der Mengen in zwei Klassen bedeutet ; es dürfen 
dabei nicht nur eingeschränkte Mittel verwendet werden. Ich 
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môchte Sie also bitten, die Begriffe im absoluten Sinn zu nehmen 
und dann erst zu entscheiden. 


LORENZEN. Ich darf Ihnen versichern, dass wir vüllig über- 
einstimmen in der Skepsis gegenüber aller « Formalistik ». Mir ist 
auch klar, dass die formale Logik die Existenz unendlicher Mengen 
nicht beweisen kann — es ist aber für mich eben durchaus nicht 
überzeugend, wenn Sie auf Grund dieser Situation von logischen 
Grundbegriffen im absoluten Sinne, wie Widerspruch, Einteilung 
in zwei Klassen, beliebig definiertes Gedankending, zu reden 
beginnen. 

Ich bin in der glücklichen Lage nicht beweisen zu müssen, dass 
es solche Grundbegriffe nicht gäbe — ich behaupte nur, dass die 
Verwendung solcher Wôrter nichts Zwingendes habe. Es ist mir 
klar, dass ich noch nicht einmal dies letztere beweisen kann. Sie 
kônnten ja vermuten, dass mir eben das — für die Mathematik 
nun doch erforderliche — Vermôgen des logischen Denkens fehle. 

Demgegenüber kônnte ich aber darauf hinweisen, dass zur 
Begründung der Mathematik die Verwendung logischer Begrifte 
im absoluten Sinne nicht erforderlich ist. Jedenfalls genügt nach 
meiner Meinung, die ich in meinem Buch über die operative Logik 
und Mathematik dargestellt habe, das Vermôügen über beliebige 
Operationsschemata nachdenken zu kônnen. 


Finscer. Als Ergebnis der Diskussion und insbesondere nach 
Threm letzten Brief darf ich wohl feststellen, dass Sie gegen 
meinen Beweis vom platonistischen Standpunkt aus und auch 
gegen den platonistischen Standpunkt selbst keine tatsächlichen 
Einwendungen haben, sondern nur eben diesen Standpunkt nicht 
selbst einnehmen wollen. Demgemäss verstehen Sie auch unter 
einer « Begründung der Mathematik » etwas ganz anderes als ich, 
und zwar jedenfalls auch nicht das, was man wenigstens früher 
in der klassischen Mathematik darunter verstanden hat. 
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G. J. Wairrow : The Study of the Philosophy of Science. 
Abstract 


Arguments for and against the study of the subject are discussed. 
Scientists who study it are often accused of wasting their time. Against 
this it is argued that: (i) every scientist has a philosophy of science— 
conscious or unconscious ; (ii) the classics of the subject have a perennial 
interest; (iii) only in discussions pertaining to this subject is serious 
consideration given to the nature and tendencies of science as a whole; 
(iv) a more widespread training in the subject could promote higher 
critical standards for the manner of presentation of the results of scientific 
research ; (v) the subject can be, and often has been, of great help in the 
clarification of concepts and theories and the general advancement of 
science itself. 


Jonathan BENNETT : Some Aspects of Probability and Induction. 


Abstract 


A discussion of three topics treated in Kneale’s Probability and 
Induction. It is argued that Khneale’s treatment of the consilience of 
inductions is faulty and, in particular, that he fails in his attempt to 
show that two or more scientific hypotheses must automatically gain in 
probability if they are shown to be consequences of some single, wider 
hypothesis. Arguments are advanced to show that the range theory of 
probability is unworkable, and Kneale’s attack on the frequency theory 
is criticised. A defence is offered, against Kneale’s criticisms, of Keynes’s 
theory of eliminative induction. 


| February number, 1957, vol. VII, No. 28 
T. R. Miss : On the difference between men and machines. 


Abstract 


Let us assume an object capable of displaying any characteristically 
human responses that anyone chooses to name. On what grounds could 
this object be labelled either « man » or « machine »? 
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It might be suggested (i) that the presence of mind or consciousness 
is a sufficient condition for calling the object a man, or (ii) that, if all 
behavioural criteria for distinguishing men from machines are removed, 
then ex hypothesi there is no difference between the two. (i) appears 
to involve an unverifiable and therefore senseless hypothesis ; (ii) involves 
the questionable procedure of treating the notion of « consciousness » 
behaviouristically. 

À better solution can be found by making use of Head’s notion of 
«body-schema ». The distinguishing characteristic of a man as opposed 
to a machine is the possession of awareness in relation to a body-schema. 
This solution can be shown to avoid the difficulties of both (i) and (ii). 


Israel SCHEFFLER : Explanation, Prediction, and Abstraction. 


Abstract 


In contradistinction to widely held opinion concerning scientific 
explanation and prediction, it is argued that (i) they differ not only in 
pragmatic characteristics but in logical structure, (ii) they ought neïther 
be taken as representing the central purpose of science, nor as epistemo- 
logically basic, and (ïïi) their abstractive function does not imply that 
they take abstract, intensional entities (e. g. phenomena, facts, states-of- 
affairs) as objects. 


D. J. O’Connor : Predictability and Determinism. 


Abstract 


Many analyses of the notion of determinism have been made in 
terms of the allied notion of predictability. This paper tries to show 
that such attempts must fail because the two concepts differ in an impor- 
tant way. The imprecision of all procedures of measurement of conti- 
nuous quantities and the vagueness of all descriptive words makes it 
impossible for any prediction to identify an event uniquely. Thus 
though there is a one-one relationship between antecedent and consequent 
states of affairs if we assume determinism to be true, there must always 
be a one-many relationship between a given prediction and the possible 
events which would satisfy it. 
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